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سيستم هاي كنترل پيشرفته 
)كنترل مدرن (

بيژن معاوني
) استاديار دانشگاه علم و صنعت ايران  (

ষ 88-89࣓ࢡسال دوم

ی عا ه  ฮبا ৎ ૡس
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مقدمه
سيستم هاي كنترل خطي •

توصيف سيستم به صورت تابع تبديل  –

: نقطه ضعف توصيف تابع تبديل    
عدم توجه به شرايط اوليه كاري سيستم   •
عدم امكان توصيف سيستم هاي غير خطي •
سيستم) داخلي (عدم امكان دست يافتن به ويژگيهاي  دروني  •
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مقدمه
:  ميلادي1940 و 1930سيستم هاي پس از دهه هاي  •

فضا پيماها –
جنگنده هاي پيشرفته و موشك هاي هدايت شونده  –
 قطارهاي سريع السير–
انتقال انرژي و نيروگاه هاي قدرت  –
صنايع پتروشيمي و هسته اي –
ربات ها –
شبكه هاي مخابراتي –
 سيستم هاي ابعاد وسيع –
–... 
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مقدمه
:مشخصات مهم سيستم هاي جديد     •

سيستم هاي غير خطي –
– MIMOسيستم هاي 
تغيير با زمان مسيستم هاي  –
سيستم هاي مرتبه بالا –
مساله نامعيني –
مساله بهينگي –
مساله سرعت و دقت رديابي  –
ا مساله كنترل در حالت گذر –
– . .. 



Modern Control

3

Modern Control5

مقدمه
روش هاي حل مساله كنترل در دهه هاي اخير

كننترل چند متغيره  كنترل ديجيتال كنترل غيرخطي  كنترل بهينه 

... كنترل هوشمند كنترل تطبيقي   كنترل مقاوم

پلي به سوي كنترل كننده هاي پيشرفته تر : كنترل مدرن
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مقدمه
 توصيف فضاي حالت مطرح نمودن •

به منظور دست يافتن به –

مشاهده اثر شرايط اوليه كاري سيستم در پاسخ سيستم  •
ايجاد امكان توصيف سيستم هاي غير خطي  •

سيستم)  داخلي(امكان تحليل و بررسي ويژگيهاي  دروني   •
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مقدمه
، پيامبر و پدر نظريه كنترل مدر ن ، به طور عمومي اعلام كرد كه  كالمن ، 1959در 
و دانشگاهيان براي برآورده كردن رسالت  » تبديل لاپلاس مرده و دفن شده است    « 

. فته شدوي تلاش بسيار كردند و پاسخ فركانسي ناديده گرفته شد و به تمسخر گر     
... ليكن 
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نتايج مد نظر از درس كنترل پيشرفته   
:در درس كنترل مدرن هدف دست يافتن به موارد زير است        •

 درك مفاهيم جبر خطي–
امكان توصيف سيستم به صورت فضاي حالت –
تحليل كنترل پذيري و رؤيت پذيري سيستم    –
امكان تبديل توصيف تابع تبديل به فضاي حالت  –
آشنايي با تعاريف پايداري و تحليل پايداري سيستم ها    –
طراحي فيدبك حالت–
و جبران سازهاي ديناميكي ) تخمين زننده ها (طراحي رويتگرها  –
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سر فصل درس كنترل پيشرفته  

Modern Control10

سر فصل درس كنترل پيشرفته  
مقدمه  •
مفاهيمي از جبر خطي    •
مدل سازي سيستم هاي خطي در فضاي حالت           •
كنترل پذيري و رؤيت پذيري  •
تئوري تحقق •
تحليل پايداري •
فيدبك حالت   •
رؤيتگرهاي خطي و جبران كننده هاي ديناميكي     •
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ارزيابي دوره
:ارزيابي دوره

)جلسه بعد از اتمام هر فصل : زمان كوئيز)                              ( نمره 5(كوئيز •
)انتهاي فصل سوم(3فصل )                 انتهاي فصل دوم (2، 1فصل –
) انتهاي فصل پنجم (5فصل )                 انتهاي فصل چهارم (4فصل –
)                  انتهاي فصل ششم (6فصل –

)يك هفته بعد از اتمام هر فصل   : مهلت تحويل)                           ( نمره5/2(تمرين  •

.)الزامي استMATLAB استفاده از نرم افزار( ،   ) نمره5/2( پروژه پايان ترم  •

)  نمره10(پايان ترم  •
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مفاهيم و مقدمات جبرخطي كاربردي             مفاهيم و مقدمات جبرخطي كاربردي             
 در كنترل مدرن          در كنترل مدرن         

2

فضاهاي برداري  فضاهاي برداري  
(Field)مفهوم ميدان •

 به طوريكه همراه با دو عمل جمع و ،يك ميدان مجموعه اي از اسكالرها است •
ضرب شرايط زير را برآورده مي سازد،

وجود     در          يك اسكالر متناظر       متعلق به ميدان     و    براي هر اسكالر  -1
. ناميده مي شود      و      دارد كه مجموع

 وجود    در      يك اسكالر متناظر      متعلق به ميدان    و    براي هر اسكالر  -2
. ناميده مي شود      وحاصلضرب      دارد كه 
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فضاهاي برداري  فضاهاي برداري  
 (Field) مفهوم ميدان •

      قوانين زير برقرار است، متعلق به ميدان    و    ،      براي هر اسكالر  -3

جابجايي پذيري در عمل جمع و ضرب       

شركت پذيري در عمل جمع و ضرب        

توزيع پذيري در عمل جمع و ضرب      

عضو خنثي در عمل جمع      

عضو خنثي در عمل ضرب      

عضو معكوس در عمل جمع       

7.,1 عضو معكوس در عمل ضرب      
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فضاهاي برداري  فضاهاي برداري  
(Field)مفهوم ميدان •
1مثال •

،جمع و ضرب تشكيل يك ميدان مي دهند هر يك از مجموعه هاي زير با دو عمل •
مجموعه هاي اعداد حقيقي،  •
،اعداد مختلطمجموعه •
 ،اعداد گويامجموعه •

عمل جمع و ضرب مجموعه اعداد صحيح       يا مجموعه ماتريس هاي              با دو •
.  را برآورده نمي سازند 7تشكيل يك ميدان نمي دهند، چون شرط    
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فضاهاي برداري  فضاهاي برداري  
(Vector Space)مفهوم فضاي برداري    •
.تعريف مي كنند را به روي يك ميداندر مطالعه سيستمهاي خطي فضاي برداري•
، مجموعه اي از بردارها است كه با دو بر روي ميدان يك فضاي برداري مانند  •

  ،عمل جمع و ضرب شرايط زير را برآورده مي سازد 
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فضاهاي برداري  فضاهاي برداري  
(Vector Space)مفهوم فضاي برداري    •

2مثال •

مي باشد،  تايي به شكل  كه شامل تمام بردارهاي  مجموعه  •
  .تشكيل يك فضاي برداري مي دهند بر روي ميدان

مي باشد،  زير كه شامل تمام چند جمله اي هايي است كه به فرم   مجموعه •

. تشكيل يك فضاي برداري مي دهد     بر روي ميدان 
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فضاهاي برداري  فضاهاي برداري  
(Vector Subspace)مفهوم زير فضاي برداري   •

يك زير مجموعه غير       باشد و      يك فضاي برداري بر روي ميدان      فرض كنيم •
  هرگاه،،مي نامند     ازرا يك زير فضا     .باشد     تهي از 

  .مي باشد        به روي ميدان       يك زيرفضا از فضاي برداري        فضاي برداري •

آنگاه اشتراك كليه اگر                           زيرفضاهاي فضاي برداري      باشند،  •
. خواهد بودزيرفضاها                                   نيز يك زيرفضا از      
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فضاهاي برداري  فضاهاي برداري  
(Vector Subspace)مفهوم زير فضاي برداري   •
3مثال •
هر خط راستي كه از مبدأ عبور كند، يك زير فضاي          در فضاي برداري دو بعدي•

مي باشد،        برداري از

براي بررسي بايد برقراري شرايط يك و دو را بررسي كنيم،           

.مي باشد و شرط اول بر قرار است                                          بنابراين نتيجه مي گيريم كه      

  .مي باشد و شرط دوم نيز برقرار است    از اين رو
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فضاهاي برداري  فضاهاي برداري  

 از بردارهاي يك تركيب خطي در فضاي برداري  بردار•
را بصورت  وجود داشته باشد كه بتوان مي باشد، اگر اسكالرهاي    

زير نمايش داد،

 باشد، آنگاه كليه متعلق به فضاي برداري  اگر بردارهاي•
  .مي باشد  تركيبهاي خطي اين بردارها يك زيرفضاي برداري از  
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(Linear Combination) تركيب خطي بردارها    •

10

فضاهاي برداري  فضاهاي برداري  
(Linear Combination) تركيب خطي بردارها    •
4مثال •
. نوشت      و     را بصورت تركيب خطي از بردارهاي       آيا مي توان بردار •

مي باشد و مي توان آن را        و      يك تركيب خطي از بردارهاي     بنابراين بردار
 .نوشت                            بصورت 
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فضاهاي برداري  فضاهاي برداري  
(Linear Combination) تركيب خطي بردارها    •

مي باشد، ولي       و     يك تركيب خطي از بردارهاي      در اين حالت نيز بردار 
برخلاف حالت قبل فقط يك جواب وجود ندارد و بينهايت تركيب خطي مختلف    

.  مي توان بدست آورد  
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فضاهاي برداري  فضاهاي برداري  
(Linear Combination) تركيب خطي بردارها    •

را نمي توان بصورت      بنابراين بردار . وجود ندارد      و      در اين حالت جوابي براي
. نوشت       و     يك تركيب خطي از بردارهاي

u
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فضاهاي برداري  فضاهاي برداري  
(Span) مفهوم اسپن •

 باشد و     يك مجموعه از بردارها در فضاي برداري                                        اگر•
   باشد، در اينصورت                           مجموعه كليه تركيبهاي خطي از بردارهاي 

 كه بصورت زير نمايش داده،مي باشد                            از بردارهاي يك اسپن
 مي شود،

را اسپن        زير فضاي                           كه بردارهاي،همچنين مي توان گفت 
. مي كنند

W
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فضاهاي برداري  فضاهاي برداري  
(Span) مفهوم اسپن •
5مثال •
 .را اسپن مي كنند      بررسي كنيد كه آيا بردارهاي زير فضاي برداري •

 يك تركيب خطي از اين دو بردار به شكل زير مي باشد، 

3ℜ
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فضاهاي برداري  فضاهاي برداري  
(Span) مفهوم اسپن •

نمايش دهيم                           اگر اين تركيب خطي را بصورت يك بردار مانند 
 داريم،

فرم ماتريسي اين دستگاه معادلات بصورت زير مي باشد،  
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فضاهاي برداري  فضاهاي برداري  
(Span) مفهوم اسپن •

،حال بايد بررسي كنيم كه اين دستگاه معادلات سازگار است يا ناسازگار 
.  يعني حداقل يك جواب دارد يا نه

.  باشد             غير منفرد باشد، يعني        براي اين منظور بايد ماتريس 

                            مي باشد، بنابراين براي هر بردار دلخواه                از آنجائيكه  
.  مي توان يك جواب پيدا كرد

را       فضاي برداري                                                                    لذا بردارهاي 
.  اسپن مي كنند

A0≠A

],,[ 321 rrr=r 1=A

]1,2,0[],1,1,1[],1,2,1[ −=== wvu3ℜ
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فضاهاي برداري  فضاهاي برداري  
(Span) مفهوم اسپن •

يك تركيب خطي از اين دو بردار به شكل زير مي باشد، 

 فرم ماتريسي اين دستگاه معادلات بصورت زير مي باشد، 

]5,8,3[],1,1,3[],1,2,1[ −−=−=−= wvu2.
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فضاهاي برداري  فضاهاي برداري  
(Span) مفهوم اسپن •

مي باشد، دستگاه معادلات مذكور ناسازگار بوده و هيچ                 از آنجائيكه 
.   جوابي ندارد

را نمي توان                                                                                 لذا، بردارهاي
 بصورت يك تركيب نوشت، 

.را اسپن نمي كنند        پس اين بردارها فضاي برداري

0=A

3ℜ

]5,8,3[],1,1,3[],1,2,1[ −−=−=−= wvu
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فضاهاي برداري  فضاهاي برداري  
استقلال خطي و وابستگي خطي بردارها          •

،گويند (Linear Independent) را مستقل خطي                           بردارهاي •
 اگر معادله به شكل زير، 

زير برقرار    شرط  ياسكالرهاي ثابتي هستند، فقط به ازا                         در آنكه 
باشد، 

. گويندرا وابسته خطي                           در غير اينصورت بردارهاي•
 (Linear Dependent) 

nuuu ,,, 21 K
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021 ==== nccc K
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فضاهاي برداري  فضاهاي برداري  
استقلال خطي و وابستگي خطي بردارها          •

  ولي بردارهايهدومستقل خطي ب                            اگر بردارهاي•
را بصورت يك تركيب خطي از            وابسته خطي باشند، در اينصورت مي توان 

  .بيان كرد                            بردارهاي 

كه هر يك                            شرط لازم و كافي براي مستقل خطي بودن بردارهاي   •
حاصل از             تا عنصر هستند، آن است كه دترمينان ماتريس ضرايب    داراي
 . مخالف صفر باشد                                                       رابطه 

nuuu ,,, 21 K

nuuu ,,, 21 K

121 ,,, +nuuu K

1+nu

nuuu ,,, 21 K
nnn×
02211 =+++ nnccc uuu K
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
استقلال خطي و وابستگي خطي بردارها          •
6مثال •
. استقلال خطي يا وابستگي خطي بردارهاي زير را بررسي كنيد •

  داريم،                                                     با توجه به رابطه 

]2,4[],3,1[],1,2[ 321 −=−−=−= uuu1.

]0,0[]23,42[
]2,4[]3,1[]1,2[

321321

321

=−−+−−
=−+−−+−

cccccc

ccc 0

02211 =+++ nnccc uuu K
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
استقلال خطي و وابستگي خطي بردارها          •

دستگاه معادلات مربوطه به شكل زير مي باشد، 

صورت زيراز آنجائيكه تعداد معادلات كمتر از تعداد مجهولات است، جوابها را ب   
 مي توان بدست آورد،  

وابسته خطي                                                                       بنابراين بردارهاي 
. مي باشند 

023
042

321

321

=−−
=+−−

ccc

ccc

ℜ∈=== ttcctc ,,0,2 321

]2,4[],3,1[],1,2[ 321 −=−−=−= uuu
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
استقلال خطي و وابستگي خطي بردارها          •

02211 داريم،                                                    با توجه به رابطه  =+++ nnccc uuu K

]2,2,1,1[],2,4,3,1[],4,3,2,1[ 321 −−=−=−−= uuu2.

]0,0,0,0[]224,243,32,[
]2,2,1,1[]2,4,3,1[]4,3,2,1[

321321321321

321

=−+−−+++−+−
=−−+−+−−
cccccccccccc

ccc 0

24

فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
استقلال خطي و وابستگي خطي بردارها          •

 دستگاه معادلات مربوطه به شكل زير مي باشد، 

مي باشد،                              براي حل اين معادلات تنها جواب ممكن جواب بديهي  
 

مستقل                                                                                                پس بردارهاي
. خطي هستند 

0224
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0
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321

321

321
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ccc

ccc

0321 === ccc
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 بردارها   جايگشت  •

از بردارهاي  (Permutation)  يك جايگشت                          اگر بردارهاي•
باشند، آنگاه شرط لازم و كافي براي اينكه بردارهاي                         

مستقل خطي                            استقلال خطي داشته باشند آن است كه، بردارهاي 
. باشند 

از طرفي فضاي اسپن اين دو دسته بردارها نيز يكسان خواهد بود، •

.در انجام عمل جايگشت طول، اندازه و تعداد بردارها تغيير نمي كنند•

nuuu ,,, 21 K
nvvv ,,, 21 K

nvvv ,,, 21 K

nuuu ,,, 21 K

{ } { }nn vvvuuu ,,,sp,,,sp 2121 KK =
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 بردارها   جايگشت  •

غير صفر باشند، شرط لازم و كافي براي آنكه                       اسكالرهاي    اگر•
اسقلال خطي داشته باشند، آن است كه بردارهاي                         بردارهاي  

مستقل خطي باشند،                                    

 از طرفي فضاي اسپن اين دو دسته بردار نيز برابر خواهد بود، •

. يعني اگر در اسكالرهاي غر صفر ضرب كنيم خاصيت اسپن تغيير نمي كند   •

nuuu ,,, 21 K
nccc ,,, 21 K

nnccc uuu ,,, 2211 K

{ } { }nnn ccc uuuuuu ,,,sp,,,sp 221121 KK =
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 بردارها   جايگشت  •
7مثال •
 بردارهاي زير را در نظر بگيريد،   •

داريم،                                                    با توجه به رابطه 

   .مستقل خطي مي باشند          است، بنابراين بردارهاي              از آنجائيكه  

02211 =+++ nnccc uuu K
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 بردارها   جايگشت  •

مي نويسيم،           را بصورت يك جايگشت از بردارهاي                  بردارهاي 

داريم،                                                    با توجه به رابطه 

مستقل خطي        نيز  است، بنابراين بردارهاي              از آنجائيكه  
   . مي باشند

02211 =+++ nnccc uuu K
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
(Basis) مفهوم پايه در فضاي برداري   •

تشكيل يك پايه                          ، مجموعه بردارهاي    در يك فضاي برداري مانند•
مي دهند، اگر دو شرط زير را داشته باشند،

 آن فضاي برداري را اسپن كنند، -1
   

. مستقل خطي باشند                           بردارهاي-2

بردارهاي پايه منحصر بفرد نيستند، ولي نمايش        براي يك فضاي برداري مانند•
.  هر بردار توسط اين بردارهاي پايه منحصر بفرد مي باشد   

Vnuuu ,,, 21 K

{ }nV uuu ,,,sp 21 K=

nuuu ,,, 21 K

V
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
(Basis) مفهوم پايه در فضاي برداري   •
8مثال •
  .تشكيل يك پايه مي دهند       آيا بردارهاي زير براي فضاي برداري•

براي اين منظور دو شرط ذكر شده در تعريف پايه را بررسي مي كنيم، 

را اسپن كنند،      فضاي برداري                     بردارهاي -1

3ℜ

]1,0,3[],2,1,0[],1,1,1[ 321 −==−= uuu

],,[]1,0,3[]2,1,0[]1,1,1[ 32132133221 rrrcccccc =−++−=++ uuu1

321 ,, uuu3ℜ
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
(Basis) مفهوم پايه در فضاي برداري   •

 فرم ماتريسي دستگاه معادلات حاصل بصورت زير مي باشد 

                 از آنجائيكه دترمينان ماتريس ضرايب مخالف صفر است، بردارهاي    
  .را اسپن مي كنند       فضاي برداري
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
(Basis) مفهوم پايه در فضاي برداري   •

. مستقل خطي باشند                     بردارهاي -2

                 از آنجائيكه دترمينان ماتريس ضرايب مخالف صفر است، بردارهاي    
  .مستقل خطي هستند  
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
(Dimension) مفهوم بعد در فضاي برداري  •

 آن فضا مي نامند و با نماد  را بعد     تعداد بردارهاي پايه در يك فضاي برداري مانند•
،نشان مي دهند زير 

شامل تعداد محدودي بردار باشد آن را فضا با بعد متناهي      اگر فضاي برداري•
. مي گوييم  در غير اينصورت به آن فضا با بعد نامتناهي ،مي ناميم 

ست، بعد يك فضا برابر با حداكثر تعداد بردارهاي مستقل خطي در آن فضا ا  •
. مي باشد عدد    بعدي حداكثر بردارهاي مستقل خطي     بنابراين در يك فضاي 

V

)dim(V

V

nn
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
(Dimension) مفهوم بعد در فضاي برداري  •

بردار مستقل خطي      هر مجموعه از      بعدي مانند    در يك فضاي برداري •
.  مي تواند تشكيل يك پايه بدهد 

را     هر مجموعه بردارهاي مستقل خطي در       بعدي مانند    در فضاي برداري•
. مي توان به يك پايه تبديل كرد 

، بطور حتم يك دسته و              باشندوابسته خطي                         اگر بردارهاي•
               .وجود دارد كه مستقل خطي باشد                           بصورتبردار  

باشد، حتماً يك دسته                                         اگر      در هر فضاي برداري مانند  •
 .تشكيل دهند      كه يك پايه براي وجود دارند                          بردار بصورت  

V

V

nn

nV

nuuu ,,, 21 K

kuuu ,,, 21 K)( nk <

V{ }nV uuu ,,,sp 21 K=
kuuu ,,, 21 KV

)( nk ≤

01 ≠u
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
(Basis and Dimension)  بعد در فضاي برداري   پايه و مفهوم•
 9مثال •
 در نظر بگيريد،       بردارهاي مستقل خطي زير را در فضاي سه بعدي   •

 مي باشند،                 يك پايه بديهي براي اين فضا پايه هاي استاندارد 

.  وابسته خطي مي باشند                          مي دانيم كه مجموعه بردارهاي  
  را مي توان بصورت يك تركيب خطي از بقيه بردارها نوشت،      بنابراين بردار

3ℜ

]3,0,1[],0,2,1[ 21 == uu

321 ,, eee

]1,0,0[],0,1,0[],0,0,1[ 321 === eee
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
(Basis and Dimension) مفهوم پايه و بعد در فضاي برداري   •

را        در اين مجموعه نيز بردار.  را در نظر مي گيريم                       حال بردارهاي
بصورت يك تركيب خطي از بقيه بردارها مي نويسيم، 

مستقل خطي بوده و تشكيل پايه براي فضاي                   لذا بردارهاي باقي مانده 
  .مي دهند        

2121 ,eeuu ,,2e

]3,0,1)[0(]0,2,1)[(]0,0,1)[(]0,1,0[ 2
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2
1

2 ++== −e

121 euu ,,
3ℜ



37

فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 تغيير پايه در يك فضاي برداري    •
دو دسته بردارهاي                           و بردارهاي                         فرض كنيد بردارهاي •

در اينصورت يك بردار متعلق به . باشند      بعدي مانند    پايه براي فضاي برداري 
را به دو صورت زير مي توان نمايش داد،    اين فضا مانند

اسكالرهاي متناسب با پايه هاي مربوطه                           و                      كه در آن 
اين اسكالرها را مي توان بصورت بردارهاي زير نمايش داد،. مي باشند

 به اين ترتيب داريم،

neee ,,, 21 Knvvv ,,, 21 K
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 تغيير پايه در يك فضاي برداري    •

احال مي خواهيم ارتباطي بين اين دو نمايش مختلف با پايه هاي مختلف ي 
. پيدا كنيم به عبارتي ارتباطي بين بردارهاي اسكالرهاي متناسب با اين پايه ها   

را بصورت يك تركيب خطي از                          براي اين منظور بردارهاي پايه 
مي نويسيم،                         بردارهاي پايه 
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 تغيير پايه در يك فضاي برداري    •

 نمايش ماتريسي آن بصورت زير خواهد بود،

 در نظر مي گيريم،     ماتريس حاصل را 
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 تغيير پايه در يك فضاي برداري    •

 ،حال مي توان نوشت

در قالب يك                        و                       به اين ترتيب ارتباط بين ضرايب
.  گويندماتريس تبديل ماتريس بدست مي آيد، كه به آن  
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 تغيير پايه در يك فضاي برداري    •
10مثال •
تشكيل دو دسته       در فضاي برداري                  و                 مجموعه بردارهاي•

.  پايه را مي دهند

. را بيابيد                 پايه  به                  ماتريس تبديل متناظر براي تغيير از پايه •
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 تغيير پايه در يك فضاي برداري    •

را بصورت يك تركيب خطي از                  براي اين منظور هر يك از بردارهاي
مي نويسيم،                 بردارهاي  
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 تغيير پايه در يك فضاي برداري    •

 ماتريس تبديل متناظر بصورت زير بدست مي آيد، 

بردارهاي پايه استاندارد براي فضاي برداري                   از آنجائيكه بردارهاي 
ايمي باشند، بنابراين ستون هاي ماتريس تبديل در اين حالت همان برداره 

  .مي باشند                   
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 تغيير پايه در يك فضاي برداري    •
 .را بيابيد                 پايه  به                ماتريس تبديل متناظر براي تغيير از پايه •

                بردارهاي ز را بصورت يك تركيب خطي ا                  بردارهاي اين بار
مي نويسيم،

  ماتريس تبديل متناظر بصورت زير بدست مي آيد،    
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 تغيير پايه در يك فضاي برداري    •
باشد، نمايش آن را در                             بصورت     در پايه    اگر نمايش بردار•

. بيابيد      پايه

داريم،     به پايه       با توجه به ماتريس تبديل از پايه
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 (Linear Transformation)  تبديلهاي خطي و ماتريس ها     •
تابع  . باشند دو فضاي برداري بر روي ميدان و  فرض كنيم •

متعلق  و مي ناميم، اگر براي تمام بردارهاي به  از را يك تبديل خطي 
دو شرط زير برآورده گردد،  متعلق به  و تمام اسكالرهاي   به

يك تبديل خطي است، اگر و فقط اگر   بنابراين مي توان گفت كه تابع  •
متعلق  و  و تمام اسكالرهاي  متعلق به و تساوي زير براي تمام بردارهاي 

برقرار باشد،   به

u
1V2VF21: VVT →

1V2Vv

1VcF

)()()( vuvu TTT +=+

)()( uu cTcT =

21: VVT →
uv1V1c2c

F
)()()( 2121 vuvu TcTcccT +=+
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 (Linear Transformation)  تبديلهاي خطي و ماتريس ها     •
11مثال •
با تعريف زير يك تبديل خطي مي باشد؟                             آيا تابع •

  شرط اول بصورت زير است، . را برسي نماييممذكوربراي اين منظور بايد دو شرط 

  . شرط اول برقرار است  لذا

23: ℜ→ℜT

)10,4(),,( 2132321 uuuuuuuT −+=
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)10,4()10,4(
)1010,44(

))(10)(),()(4(),,(
)()()(

321321

21322132

22113232

22113322332211
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vvvvuuuu

vuvuvvuu

vuvuvuvuvuvuvuT

TTT

+=
−++−+=
−−++++=
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 (Linear Transformation)  تبديلهاي خطي و ماتريس ها     •

 حال شرط دوم را بررسي مي نماييم،

  .با برقراري شرط دوم مي توان گفت كه تابع مذكور يك تبديل خطي است    
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
  نمايش ماتريسي يك تبديل خطي •

.  را مي توان بوسيله يك ماتريس مشخص كرد                         هر تبديل خطي •

به ترتيب بردارهاي پايه فضاهاي                          و                        فرض كنيد •
را مي توان بصورت تركيب      متعلق به     مي دانيم كه هر بردار مانند  . باشند      و 

خطي زير نمايش داد،

بنابراين مي توان نوشت، .  ها مقادير اسكالر متناسب مي باشند كه در آن 

21: VVT →

neee ,,, 21 Kmvvv ,,, 21 K1V
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
  نمايش ماتريسي يك تبديل خطي •

بصورت زير نوشت،  ها را مي توان برحسب هر يك از 

نمايش ماتريس اين معادلات به شكل زير خواهد بود، 
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
  نمايش ماتريسي يك تبديل خطي •

،كه با جايگذاري داريم
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
  نمايش ماتريسي يك تبديل خطي •

در نظر بگيريم، در اينصورت           را بصورت يك بردار ضرايب          اگر حاصل
 نمايش دهيم،                          را برحسب بردارهاي              توانسته ايم تبديل خطي

ها است، نه     ها و    در اينجا بيانگر ارتباط بين ضرايب تبديل       ماتريس•
  . وابسته به بردارهاي پايه انتخاب شده مي باشد     ، همچنينو    بردارهاي 

bA1×mc
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
  نمايش ماتريسي يك تبديل خطي •
12مثال •
بصورت زير تعريف شده باشد،                          فرض كنيم تبديل خطي •

ي پايه مي خواهيم ماتريس تبديل مربوط به اين تبديل خطي را نسبت به بردارها  
  .پيدا كنيم      استاندارد فضاي

22: ℜ→ℜT

)1,1()1,2(
)1,0()2,1(

−=
−=

T

T

2ℜ
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
  نمايش ماتريسي يك تبديل خطي •

يب خطي از  با توجه به اينكه هر بردار در يك فضاي برداري را مي توان بصورت ترك  
بردارهاي پايه آن فضا نوشت داريم، 

 پس با توجه به صورت مسئله مي توان نوشت، 
),()1,0()0,1(),( 2121212211 bbbbuubb =+=→+= eeu
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
  نمايش ماتريسي يك تبديل خطي •

بنابراين،

 پاسخ اين دستگاه معادلات بصورت زير مي باشد،

از اين رو ماتريس تبديل خطي مذكور بصورت زير بدست مي آيد،  
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
  نمايش ماتريسي يك تبديل خطي •

مسئله براي بررسي صحت پاسخ مي توان تبديل هاي داده شده در صورت  
را امتحان كرد، 
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 تبديل هاي همانندي و ماتريس هاي همانند    •

آنهايي هستند كه يك فضاي برداري خطي را   ) نگاشت ها  (دسته مهمي از تبديل ها •
. دبه خود آن فضا مي نگارند، كه به آنها تبديل هاي همانندي گفته مي شو

. در اين حالت بردارهاي پايه براي هر دو فضا يكسان انتخاب مي شود •

VVT →:
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
(Similar)تبديل هاي همانندي و ماتريس هاي همانند     •

 را همانندگويند اگر يك ماتريس غيرمنفرد مانند           و          ماتريس هاي•
داشته باشد، چنانكه عبارت زير برقرار گردد،  وجود

بدست       از ماتريس با يك تبديل همانندي       در اينصورت مي گوييم ماتريس•
. را ماتريس تبديل گويند       آمده است و ماتريس

بدست آورد،         را مي توان از طريق ماتريس تبديل     ماتريس•

nnA ×nnB ×T

BATT =−1

BA
T

A1−T

1−= TBTA
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
(Similar)تبديل هاي همانندي و ماتريس هاي همانند     •

يكسان مي باشد، به عبارتي،           و         دترمينان دو ماتريس همانند•

باشد، اين معادله                        بصورت         اگر معادله مشخصه يك ماتريس مانند•
 .مشخصه تحت تبديل همانندي تغيير نمي يابد 

nnA ×nnB ×

ATA
T

TATATTB ==== −− 111

0=− AIλ nnA ×
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 در يك ماتريس مفهوم فضاي گستره  •
صورت كلي دستگاه معادلات جبري زير را در نظر بگيريد،   •

 بعدي   را مي توان بصورت يك نگاشتي در نظر گرفت كه فضاي        ماتريس
2V  .مي نگارد     بر روي ميدان      بعدي     را به فضاي     بر روي ميدان

1V

bx =A
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 در يك ماتريس مفهوم فضاي گستره  •

،مجموعه اي است يك نگاشت خطي مانند (Range Space) گستره فضاي•
در     كه براي آنها حداقل يك بردار مانند      بعدي  در فضاي شامل عناصر

را برآورده سازد و آن را با                وجود دارد، كه رابطه      بعدي     فضاي
.  نشان مي دهند             نماد

 .است      بعدي     مي توان نشان داد كه اين فضاي گستره يك زير فضا از فضاي •

2V

1Vbx =A

A

n

bmx

)(AR

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =→∈∃∈= bxxb AVVAR 12)(

m2V
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 مفهوم رتبه در يك ماتريس•
برابر با ماكزيمم تعداد ستون هاي   يك ماتريس مانند (Rank) رتبه•

نشان داده زير  كه با نماد،مستقل خطي در آن ماتريس است ) يا سطرهاي  (
.  مي شود

يك فضاي خطي است، بعد آن برابر با ماكزيمم تعداد بردارهاي            از آنجائيكه•
. مي باشد            مستقل خطي در 

. اتريس استبا توجه به اين نكته رتبه يك ماتريس معادل با بعد فضاي گستره آن م •

A

)(AR

)(rank A

)(AR
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
  رتبه در يك ماتريس ومفهوم فضاي گستره  •
13مثال •
فضاي گستره و رتبه ماتريس زير را بدست آوريد،•

. است    كليه تركيبهاي خطي ممكن كليه ستون هاي      فضاي گستره ماتريس
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 مفهوم فضاي گستره، رتبه و فضاي پوچي در يك ماتريس        •

م وابسته خطي  چهاراز آنجائيكه ستون هاي سوم و پنجم با ستون هاي اول، دوم و  
بصورت زير تعريف مي شود،           مي باشند، لذا 

. برابر است با تمامي تركيبهاي خطي ستون هاي اول، دوم و چهارم    لذا            
. است                          لذا ،سه ستون مستقل خطي دارد  از طرفي چون ماتريس 
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 مفهوم فضاي پوچي در يك ماتريس     •

مجموعه اي است شامل  يك نگاشت خطي مانند (Null Space) فضاي پوچي•
فضاي پوچي با نماد .  را برآورده سازد  كه رابطه   كليه بردارهاي  

داده مي شود،نشان  

. مي نامند ماتريس آن (Nullity) بعد فضاي پوچي را پوچي •

A
)(AN 1×nx0x =A

{ }0xx =→∈∀= AVAN 1)(

)(nullity A
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 مفهوم فضاي گستره، رتبه و فضاي پوچي در يك ماتريس        •

. است                مجموعه تمامي پاسخهاي معادله             فضاي پوچي•

باشد، بنابراين رتبه  ) بردار صفر (همان پاسخ بديهي                   تنها پاسخ معادلهاگر •
كامل است،        ماتريس

است، در حاليكه فضاي گستره، يك زير فضا       فضاي پوچي، يك زير فضا از فضاي•
  .مي باشد      از فضاي 

A

)(AN0x =A

0x =A

1V

2V
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 مفهوم فضاي گستره، رتبه و فضاي پوچي در يك ماتريس        •
14مثال •
 ماتريس زير را بدست آوريد،پوچي و پوچيفضاي •

.  مي باشد 3همانطور كه گفته شد رتبه اين ماتريس برابر  
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 مفهوم فضاي گستره، رتبه و فضاي پوچي در يك ماتريس        •

0x مي توان نوشت،              از معادله  =A
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 مفهوم فضاي گستره، رتبه و فضاي پوچي در يك ماتريس        •

مي توان آنها و بردارهاي مربوط به ستون هاي سوم و پنجم وابسته خطي هستند،   
را بصورت يك تركيب خطي از سه بردار ستوني ديگر نوشت، 

 با اين كار معادلات به شكل زير در مي آيند، 

42154213 )5()3()1(,)0()2()1( uuuuuuuu −++=+−+=

0uuux =+++++= 45425321531 )5()32()( x-xxx-xxxxA
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 مفهوم فضاي گستره، رتبه و فضاي پوچي در يك ماتريس        •

 مستقل خطي هستند،                      از آنجائيكه بردارهاي 

  .مي باشد      تعداد اين معادلات برابر با رتبه ماتريس
كه سه معادله بالا را برآورده سازد يك بردار متعلق به فضاي پوچي   ي هر بردار 
.  خواهد بود  ماتريس

ليكن تعداد  تعداد بردارهايي كه بدين ترتيب مي توان انتخاب كرد نامحدود است،
  .بردارهاي مستقل خطي برابر با بعد فضاي پوچي مي باشد      

421 ,uu,u
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 مفهوم فضاي گستره، رتبه و فضاي پوچي در يك ماتريس        •

رده مي كنند،بطور مثال دو بردار زير مستقل خطي هستند و سه معادله بالا را بر آو  

بايد به اسپن اين دو بردار تعلق داشته باشد،                 بنابراين هر پاسخ معادله
2 پوچي برابر تشكيل مي دهند و            اين دو بردار يك پايه براي،به عبارتي

. مي باشد 
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 مفهوم فضاي گستره، رتبه و فضاي پوچي در يك ماتريس        •
چند نكته مهم و كاربردي •

جه كليه از آنجائيكه در تئوري ماتريس ها، رتبه يك ماتريس بصورت بزرگترين در   •
به يك كهادهاي غير صفر آن ماتريس تعريف مي شود، مي توان نتيجه گرفت كه رت   

است، اگر و فقط اگر                        كامل است، يعني           ماتريس مربعي مانند 
. غير منفرد باشد            ماتريس، يعني             

 آن ماتريس غير ،اگر تمامي ستون هاي يك ماتريس مربعي مستقل خطي باشند •
.  منفرد است 

مي توان گفت،            براي ماتريس هاي غير مربعي مانند •

nnA ×nA =)(rank
0≠AnnA ×

nmA ×

),min()(rank nmA ≤
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 مفهوم فضاي گستره، رتبه و فضاي پوچي در يك ماتريس        •

راي با توجه به مفاهيم فضاي گستره و رتبه يك ماتريس، مسئله وجود جواب ب •
 بررسي كرد، شكل زير را مي توان ب                 دستگاه معادلات خطي جبري

براي جواب وجود دارد كه معادله           يك بردار         و بردار         براي ماتريس•
 ياباشد            عضوي از         را برآورده سازد، اگر و فقط اگر                

.    باشد                      

nnA ×

nA =)(rank

bx =A

1×nb1×nx
bx =A1×nb)(AR

74

فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 مفهوم فضاي گستره، رتبه و فضاي پوچي در يك ماتريس        •

مي توان نوشت،            براي ماتريس•

                     و    بوده  غيرمنفرد باشد، رتبه آن برابر              اگر ماتريس•
. همان پاسخ بديهي بردار صفر مي شود                   خواهد بود، لذا تنها پاسخ معادله

nmA ×

nAA =+ )(nullity)rank(

nmA ×n0)(nullity =A
0x =A
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 مفهوم فضاي گستره، رتبه و فضاي پوچي در يك ماتريس        •

نامساوي زير بر قرار است،            و           براي ماتريس هاي•

.  معروف است  نامساوي سيلوستر اين رابطه به 

تريس در واقع با اين نامساوي يك كران بالا و يك كران پايين براي رتبه ما•
ضربل رتبه ماتريس حاص           وو          بدست مي آوريم و ارتباط بين رتبه هاي  

.  آنها را درك مي كنيم

nmA ×

AB

pnB ×

( ))rank(),rank(min)rank()rank()rank( BAAB-nBA ≤≤+

nmA ×pnB ×
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فضاهاي برداري    فضاهاي برداري    
 مفهوم فضاي گستره، رتبه و فضاي پوچي در يك ماتريس        •

      را داشته باشيم، آنگاه براي هر ماتريس غير منفرد مانند             اگر ماتريس•
خواهيم داشت،           و

تغيير            با ضرب كردن يك ماتريس غيرمنفرد رتبه ماتريستيبه عبار•
.  نخواهد كرد

nmA ×nnB ×

mmC ×

)rank()rank(C,)rank()rank( AAAAB ==

nmA ×
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ماتريس هاي بلوكي و دترمينان ها     ماتريس هاي بلوكي و دترمينان ها     
 روابط كاربردي از ماتريس هاي بلوكي و دترمينان ها        •

روابط زير برقرار هستند،             و           ،           ،          براي ماتريس هاي•
اگر              و                باشند، •

 باشند،                        يا               يا             اگر•

nnA ×mmD × mnB ×nmC ×

0≠A0≠D

DA
DC

A

D

BA
==

0
0

0
0

0
==

DC

A

D

BA

0=A0=D0== DA
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ماتريس هاي بلوكي و دترمينان ها     ماتريس هاي بلوكي و دترمينان ها     
 روابط كاربردي از ماتريس هاي بلوكي و دترمينان ها        •

روابط زير برقرار هستند،             و           ،           ،          براي ماتريس هاي•
اگر              باشد، •

 باشد،               اگر•

nnA ×mmD × mnB ×nmC ×

0≠A

0≠D

BCADA
DC

BA 1−−=

CBDAD
DC

BA 1−−=
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ماتريس هاي بلوكي و دترمينان ها     ماتريس هاي بلوكي و دترمينان ها     
  روابط كاربردي از ماتريس هاي بلوكي و دترمينان ها       •

روابط زير برقرار هستند،             و           ،           ،          براي ماتريس هاي•
اگر              و                باشند، •

nnA ×mmD × mnB ×nmC ×

0≠A0≠D
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ماتريس هاي بلوكي و دترمينان ها     ماتريس هاي بلوكي و دترمينان ها     
 روابط كاربردي از ماتريس هاي بلوكي و دترمينان ها        •

روابط زير برقرار هستند،             و           ،           ،          براي ماتريس هاي•
اگر              و                                 باشند، •

اگر               و                               باشند،•

nnA ×mmD × mnB ×nmC ×

0≠A01 ≠− − BCAD
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ماتريس هاي بلوكي و دترمينان ها     ماتريس هاي بلوكي و دترمينان ها     
  روابط كاربردي از ماتريس هاي بلوكي و دترمينان ها       •

روابط زير برقرار هستند،            ،          براي ماتريس هاي•

اگر              باشد،•

اگر                          باشد،•

mnA ×nmB ×

BAIABI mn +=+

BAABIn +=+ 1

1=m

0≠+ ABIn

BBAIAIABI mnn
11 )()( −− +−=+
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ماتريس هاي بلوكي و دترمينان ها     ماتريس هاي بلوكي و دترمينان ها     
  روابط كاربردي از ماتريس هاي بلوكي و دترمينان ها       •

(Matrix Inversion Lemma)  لم معكوس سازي ماتريس•

،است زير برقرار  هرابط           ،            و            ،          براي ماتريس هاي•

:اثبات•

nnA ×mnB ×

1111111 )()( −−−−−−− +−=+ CABCADBAABDCA

nmC ×mmD ×

])()[())(( 1111111 −−−−−−− +−+=++ CABCADBAABDCABDCABDCA

IBDCABDCAI

CABCADBCADBDBDCAI

CABCADBBDCABBDCAI

CABCADBABDCAABDCAI

=−+=

++−+=

++−+=

++−+=

−−

−−−−−−−

−−−−−−

−−−−−−
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1111111

111111

111111
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    مقدار ويژه، بردار ويژه و معادله مشخصه                  مقدار ويژه، بردار ويژه و معادله مشخصه                  
معادله مشخصه  چند جمله اي مشخصه و  •
را در نظر بگيريد، دترمينان زير را چند جمله اي مشخصه            ماتريس مربعي•

مي نامند،          ماتريس

Characteristic Polynomial 

.  مي باشد     ام از    كه يك چند جمله اي مرتبه

بدين صورت تعريف مي شود، معادله مشخصه•

•Characteristic Equation

nnA ×

nnA ×

AIn −λ

nλ

0=− AInλ
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    مقدار ويژه، بردار ويژه و معادله مشخصه                  مقدار ويژه، بردار ويژه و معادله مشخصه                  
(Eigenvalues) مقادير ويژه  •

 دهيم، معادله مشخصه بصورت زير بيان مي گردد،                  بسطرا  اگر دترمينان•

تا     مي نامند، كه به تعداد       ماتريس ريشه هاي معادله مشخصه را مقادير ويژه •
  . هستند

A

AIn −λ
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    مقدار ويژه، بردار ويژه و معادله مشخصه                  مقدار ويژه، بردار ويژه و معادله مشخصه                  
چند نكته •
. لزوماً مقادير ويژه حقيقي ندارد    حقيقي       يك ماتريس •

يك چند                         ، معادله مشخصه         ليكن براي يك ماتريس حقيقي  •
.   جمله اي با ضرايب حقيقي است  

. بنابراين كليه مقادير ويژه مختلط بايد بصورت جفتهاي مزدوج باشند   •

نيز يك                باشد، آنگاه      يك مقدار ويژه ماتريس              به عبارتي اگر •
. خواهد بود      مقدار ويژه ماتريس A

0=− AInλ

nnA ×

nnA ×

βα j+βα j− A
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    مقدار ويژه، بردار ويژه و معادله مشخصه                  مقدار ويژه، بردار ويژه و معادله مشخصه                  
چند نكته •
وجود         و مقادير ويژه ماتريس         رابطه مهمي بين مقادير ويژه يك ماتريس •

. دارد
و مقدار ويژه ماتريس    برابر        اگر فرض كنيم كه مقدار ويژه ماتريس •

 باشد، آنگاه مي توان گفت،    برابر  

داريم،            و         مي توان ثابت كرد كه براي ماتريس هاي مربعي •

 .باشد                     حتي اگر 

A

nnA ×
1−A

iλ1−A

iµ

niii ,,2,1,1 K== −λµ

BAIABI nn −=− λλ

nnA ×nnB ×

BAAB ≠
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    مقدار ويژه، بردار ويژه و معادله مشخصه                  مقدار ويژه، بردار ويژه و معادله مشخصه                  
(Eigenvector)   بردا ويژه  •

 كه رابطه زير را برآورده سازد، يك بردار ويژه       هر بردار غير صفر مانند  •
ناميده مي شود،          ماتريس     متناظر با مقدار ويژه

معادله جبري همگن خطي با يك ضريب ثابت     از     از آنجائيكه مؤلفه هاي بردار •
يك بردار ويژه باشد، آنگاه براي هر اسكالر   بردار       تعيين مي گردند، لذا اگر 

. نيز يك بردار ويژه خواهد بود        ، حاصل      مخالف صفر مانند 

nnA ×

ix

iλ

iiiA xx λ=

ixn

ix
α

ixα
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    مقدار ويژه، بردار ويژه و معادله مشخصه                  مقدار ويژه، بردار ويژه و معادله مشخصه                  
بردار ويژه متناظر با آن باشد،       و بردار     يك مقدار ويژه براي ماتريس     اگر •   

 متناظر    با بردار ويژه        نيز يك مقدار ويژه براي ماتريس     در اينصورت
) . مقدار صحيح مثبت مي باشد (      .خواهد بود

دترمينان بصورت زير است،                        با مقادير ويژه          براي ماتريس    •

بردار ويژه     مقدار ويژه متمايز باشد، آنگاه      داراي           يك ماتريس اگر•
.  مستقل خطي وجود خواهد داشت   
داشته باشد، آنگاه حداقل     يك مقدار ويژه تكراري از مرتبه          اگر ماتريس•
بردار ويژه مستقل خطي متناظر با اين مقدار ويژه تكراري وجود      يك و حداكثر 

  .خواهد داشت

A λ
x

k

x
kλkA

nnA ×nλλλ ,,, 21 K

nA λλλ L21=

nnA ×nn

nnA ×k

k
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توابعي ماتريسي  توابعي ماتريسي  
 هاميلتون -توابع ماتريسي و قضيه كيلي  •
را مي توان       ماتريس. ساده ترين تابع يك ماتريس مربعي توانهاي آن مي باشد  •

. در خودش تعريف كرد        بار حاصلضرب ماتريس    بصورت

وشته در حالت كلي يك چند جمله اي ماتريسي از يك ماتريس مربع بدين صورت ن    •
مي شود،

.  ها مقادير اسكالر هستند     كه در آن

nA
A n

n
n AAAIAf αααα ++++= L2

210)(

iα

90

توابعي ماتريسي  توابعي ماتريسي  
 هاميلتون -توابع ماتريسي و قضيه كيلي  •
 به عوامل  چند جمله اي هاي ماتريسي را مي توان همانند چند جمله اي هاي اسكالر•

. مختلف تجزيه كرد  
بصورت زير       سري بينهايت براي يك متغير ماتريس ،همانند متغيرهاي اسكالر•

  تعريف مي شود،

بصورت زير مي باشد،       سري بينهايت تابع نمايي ماتريسي •

A
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توابعي ماتريسي  توابعي ماتريسي  
 هاميلتون -توابع ماتريسي و قضيه كيلي  •
و يكي از مهمترين قضاياي تحليل ماتريس، كه در زمينه هاي مختلف رياضي  •

 .است  (Cayley-Hamilton)  هاميلتون-مهندسي كاربرد فراوان دارد قضيه كيلي  

.در معادله مشخصه خود صدق مي كند  هر ماتريس مربعي مانند : قضيه•

nn
nAI λλαλααλ ++++=− −
−

1
110 L

nn
n AAAI ++++= −
−

1
110 ααα L0
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Modern Control

1

سيستم های کنترل پيشرفته    

Lecture 3

مدل سازي سيستم هاي خطي    

ی عا ه  ฮبا ৎ ૡس

Modern Control2

توصيف  مدل ديناميكي
سيستم هاي كنترل    •

سيستم هاي كنترل مبتني بر مدل •
خروجي-سيستم هاي كنترل مبتني مبتني بر داده هاي ورودي•

مدل سيستم •
مدل رياضي•
خروجي-مدل مستخرج از اطلاعات ورودي•

مدل مستخرج از شناسايي كلاسيك»
مدل مستخرج از روشهاي هوشمند»

 مدل رياضي  •
تابع تبديل•
مدل فضاي حالت  •



Modern Control

2

Modern Control3

نمايش فضاي حالت 
:نمايش فضاي حالت سيستم غير خطي متغير با زمان       •

 
 

( ), ( ),

( ), ( ),

x f x t u t t

y g x t u t t

 






   
 

( ) ( ) ( )

( )

x f x t g x t u t

y h x t

  






: نمايش فضاي حالت سيستم غير خطي      • 
 

( ), ( )

( ), ( )

x f x t u t

y g x t u t

 






):Affine(نمايش فضاي حالت سيستم غير خطي نسبت به ورودي خطي         •

Modern Control4

نمايش فضاي حالت 
):LTV(نمايش فضاي حالت سيستم خطي متغير با زمان       •

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

x A t x t B t u t

y C t x t D t u t

 
  



( ) ( )
( ) ( )

x Ax t Bu t

y Cx t Du t

 
  



):LTI( نمايش فضاي حالت سيستم خطي نامتغير با زمان       •



Modern Control

3

Modern Control5

خطي سازي سيستم هاي غيرخطي        
: لزوم خطي سازي   •

 سيستم هاي واقعي غيرخطي هستند  .
 مي تواند تقريب مناسبي از ) تعادل نقطهيا  (نقطه كار خطي سازي حول

.رفتار سيستم غيرخطي را حول اين نقطه ارائه نمايد
 سيستم هاي كنترل خطي امكان كنترل سيستم هاي غيرخطي حول 

. را دارا هستند ) نقطه تعادليا (نقطه كار 

  سيستم هاي كنترل خطي داراي مقاومت بيشتري در مقابل نامعيني ها 
هستند و ايجاد امكان استفاده از اين كنترل كننده ها با خطي سازي 

. فراهم مي گردد

Modern Control6

خطي سازي سيستم هاي غيرخطي        
:نقطه تعادل•

  . .( ) ( ), 0 0  ( )eq px x tx t f x t u   

:نقطه كار•
:نقطه كار ناشي از حضور يك ورودي –

:نقطه كار معرفي شده توسط طراح–
  . .ˆ ( )( ) ( ), ( ) 0  op px t f x t u t u x x t   

. . 0 op px x
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خطي سازي سيستم هاي غيرخطي        
:خطي سازي با استفاده از بسط سري تيلور تابع تحليلي         

   0
00

1 ( )( ) ( )
!

n
n

n
n

f x
x t f x t x x

xn x






  



   0 0
0

( )( ) ( ) . . .f
f t f H O T

x





  

x
x x

x
x x

( )
[ ] i

x ij
j

f
J

x




x

Modern Control8

خطي سازي سيستم هاي غيرخطي        
:خطي سازي با استفاده از بسط سري تيلور تابع تحليلي         

0( )x t x x   0( )u t u u  

 0 0

0 0

0 00( ) ( ) ( ), ( ), ( )

                                 

( ) ( ),

 + ( ), ( ), (

)

)

( , x

u

x t x t J x t u t t x t

J x t u t t u

x t f x t t

t

u t       
  

 

0 0 0 0( ) ( ), ( ), ( ) ( ), ( ), ( )x ux t J x t u t t x t J x t u t t u t          

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t A t x t B t u t    
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خطي سازي سيستم هاي غيرخطي        
:بطور مشابه براي معادله خروجي     

0 0 0 0( ) ( ), ( ), ( ) ( ), ( ), ( )x uy t g x t u t t x t g x t u t t u t          

( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t C t x t D t u t    

:و براي يك سيستم نامتغير با زمان     

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t Du t

 
  



10

خطي سازي سيستم هاي غيرخطي        
:مثال

2

2 3
1 1 2 1 2 1

( )
2 2 1 1 2

( ) ( ) sin(3 ( )) ( ) ( )  ( , )

( ) ( ) ( ) ( )              = ( , )x t

x t x t x t u t u t f

x t x t x t e u t f

     


  

x u

x u





. . 0
Assumtion:  

ˆ 0
op px

u






2 2

1 2

1

2 3cos(3 )
[.]

1x x x

x x
J

e x e 

 
  

  

2
13 1[.]
1 0u

u
J

 
  

  

0 3 0 1
( ) ( ) ( )

1 1 1 0
t t t

    
       

X X u
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مدل سازي سيستم ها   
: مدل سازي سيستم هاي مكانيكي    

مدل سازي بر اساس قوانين نيوتن•
لاگرانژ-مدل سازي بر اساس قوانين اولر•
:لاگرانژ -روش اولر   

 انتخاب متغيرهاي مستقل -1
و تعريف   ) P(و پتانسيل ) T(  محاسه مجموعه انرژي هاي چنبشي    -2

).L=T-V(لاگرانژين 

.  مشخص نمودن نيروهاي خارجي     -3

4- 

i
i

i

x
q


 

  
 

i
i

i

F
Q


 

  
 

i
i i

d L L
Q

dt q q

  
  

  

12

مدل سازي سيستم ها   
:مثال

x
q


 

  
 

2 21 1
2 2

T mv mx  

sin( )
cos( )

x x l

y l




 
 

cos( )

sin( )

x x l

y l

 

 

  


 

 


2 2 2 2 2 2 2 cos( )v x y l x l x          

 2 2 2 21 12 cos( )
2 2

T m l x l x Mx        

cos( )P mgl 
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مدل سازي سيستم ها   
2 2 2 21 1 1cos( ) cos( )

2 2 2
L T P ml mx ml x Mx mgl            

d L L
F

dt x x

       
2( ) cos( ) sin( )M m x ml ml F       

0d L L

dt 
       

2 cos( ) sin( ) 0ml mlx mgl     

1

2

3

4

x x

x x

x

x






 
 
 




( , )f uX X

14

جستجوگر ژيروسكوپ آزاد  : مثال

)cos(1

)(
cos
1

324

43

4
3

2

21

xxIT
I

x

xx

xIT
xI

x

xx

sRy
r

sRz
r





















. به منظور خطي سازي      MATLAB استفاده از نرم افزار       
- Trim
- Linmod
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حل معادلات حالت و محاسبه پاسخ زماني حالت ها       

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t Du t

 
  



( ) ( ) ( )x t Ax t Bu t  ( ) ( ) ( )At At Ate x t e Ax t e Bu t   

 ( ) ( )At Atd
e x t e Bu t

dt
 

0

0

0( ) ( ) ( )
t

AtAt A

t

e x t e x t e Bu d     

0

0

0
0

( )( )( ) ( ) ( )
t

A t

t

A t tx t xe dt Bue   
 
   
  



: حل در حوزه زمان   

16

حل معادلات حالت و محاسبه پاسخ زماني حالت ها       

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t Du t

 
  



 ( ) ( ) ( )L x t Ax t Bu t  ( ) (0) ( ) ( )sX s x AX s Bu s  

1 1( )Ate L sI A    

:حل در حوزه فركانس     

1 1( ) ( ) (0) ( ) ( )X s sI A x sI A Bu s    

1 1 1 1( ) ( ) (0) ( ) ( )x t L sI A x L sI A Bu s            

: ماتريس انتقال حالت  
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حل معادلات حالت و محاسبه پاسخ زماني حالت ها       

 0 1 1
,  ,  1 0

3 4 1

1
(0)

0

A B C

x

    
            


      

( ) ?x t 

  11 4 11  
3 4 3( 1)( 3)
s s

sI A sI A
s ss s

    
            

1 1 1

1.5 0.5 0.5 0.5
1 3 1 3( )

1.5 1.5 0.5 1.5
1 3 1 3

At s s s sL sI A L

s s s s

e   

                     

:مثال

18

ارتباط تابع تبديل و مدل فضاي حالت    

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t Du t

 
  



 ( ) ( ) ( )L x t Ax t Bu t  ( ) (0) ( ) ( )sX s x AX s Bu s  

1( ) ( ) ( )X s sI A Bu s (0) 0x 

1

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

G s

Y s CX s Du C sI A B sDs u      

1( ) ( )G s C sI A B D  
det

)
( )
( )( adj sI A

s C B D
sI

G
A


 
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حل معادلات حالت و محاسبه پاسخ زماني حالت ها       

 0 1 1
,  ,  1 0

3 4 1

1
(0)

0

A B C

x

    
            


      

( ) ?x t 

  11 4 11  
3 4 3( 1)( 3)
s s

sI A sI A
s ss s

    
            

1 1 1

1.5 0.5 0.5 0.5
1 3 1 3( )

1.5 1.5 0.5 1.5
1 3 1 3

At s s s sL sI A L

s s s s

e   

                     

:مثال

20

حل معادلات حالت و محاسبه پاسخ زماني حالت ها       

 0 1 1
,  ,  1 0

3 4 1

1
(0)

0

A B C

x

    
            


      

( ) ?x t 

1

1.5 0.5 0.5 0.5
1 3 1 3

1.5 1.5 0.5 1.5
1 3 1 3

At s s s

s s

e sL

s s



        
        

:مثال

3 3

3 3

1.5 0.5 0.5 0.5

1.5 1.5 0.5 1.5

t t t t

t t

t

t

A

t
e

e e e e

e e e e

   

   

  
  

     

( ) 1, 3eig A   
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حل معادلات حالت و محاسبه پاسخ زماني حالت ها       

 0 1 1
,  ,  1 1

3 4 1

1
(0)

0

A B C

x

    
            


      

( ) ?x t 

:مثال

3

3

1.
( )

5 0.5
(0)

1.5 1.5

t t
At

t t
x

e e
e x

e e
t

 

 

 
   

   

3( ) ( ) ty t Cx t e

22

قطري سازي معادلات حالت و خروجي    

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t Du t

 
  



1
1

ˆ ( , , )mA T AT diag     1z T x

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

Tz t ATz t Bu t

y t CTz t Du t

 
  



1 1( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

z t T ATz t T Bu t

y t CTz t Du t

   


 


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مشاهده پاسخ هاي زماني با استفاده ازنرم افزار   
MATLAB

• Simulink
– Source Blocks
– Scopes
– To Workspace

• M-file

ltiviewStep

lsimInitial

StepODE

ImpulseSim
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سيستم های کنترل پيشرفته    

Lecture 4

كنترل پذيري و رؤيت پذيري  

ی عا ه  ฮبا ৎ ૡس

Modern Control2

ايده هاي كنترل پذيري و رؤيت پذيري   
 و   كنترل پذيري  با معرفي دو مفهوم     1950كالمن در اواسط دهه     •

عدم موفقيت جبرانسازهاي مبتني           دلايلي براي  رؤيت پذيري 
. ارائه نمود  بر حذف صفر و قطب     

1
2

s

s




1
1s 

  خروجي پايدار     -تابع تبديل ما بين ورودي   در اين حالت اگر چه     •
.  است سيستم ناپايدار   است وليكن   
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ايده هاي كنترل پذيري و رؤيت پذيري   
به .  است مرتبه سيستم  از   كمتر مرتبه تابع تبديلدر اين حالت   •

: عبارت ديگر 
) . كنترل ناپذيرند( يا مودهاي ناپايدار از ورودي سيستم تاثير نمي پذيرند  –
رويت (يا مودهاي ناپايدار در خروجي سيستم مشاهده نخواهند شد / و–

) . ناپذيرند

1
2

s

s




1
1s 

Modern Control4

كاربرد مفاهيم كنترل پذيري و رؤيت پذيري   
كاربرد كنترل پذيري   •

. طراحي كنترل كننده فيدبك حالت –

كاربرد مفهوم رؤيت پذيري    •
تخمين حالت ها در كنترل فيدبك حالت و مشاهده حالت ها  –
عيب يابي–
پيش بيني –
– .. ..
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مفاهيم كنترل پذيري و رؤيت پذيري  
مثال •

1
1

2
2

2

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) 2 ( )

dv t
v t u t

dt
dv t

v t
dt

y t v t u t

  

 

  

Modern Control6
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: تبديل به فرم قطري 

 

1 0 0 0 1
0 2 0 0 0

( ) ( ) ( )
0 0 3 0 1
0 0 0 4 0

( ) 1 1 0 0 ( )

Z t Z t u t

y t Z t

   
       
   
   

   




1 1

2 2

3

1

3

2

4 4

( ) ( ) ( )
( ) 2 ( )
( )

( ) ( ) ( )

3 ( ) ( )
( ) 4 ( )

z t z t u t

z t z t

z t z t u t

z t z t

y t z t z t

  
  
   
  

 






Modern Control8









-1

-2

-3

-4

u(t) y(t)
1( )z t

2 ( )z t

3( )z t

4 ( )z t
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:تجزيه كالمن

u(t) y(t)

cS

coS

oS

uS

Modern Control10

نمايش فضاي حالت غير مي نيمال       •
. سيستم هاي مكانيكي با نيروي داخلي       •
.  تقارن زياد در سيستم ها   •
. حذف صفر و قطب در طراحي جبرانساز          •
).رؤيت ناپذيري (  سيستم هاي پشت سر هم    •
.  رويت ناپذيري ناشي از نحوه اندازه گيري و تعريف متغير خروجي           •

يا رؤيت ناپذير /سيستم هاي كنترل ناپذير و    
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سيستم هاي مكانيكي كه تنها نيروها و گشتاور هاي عمل كننده آنها           •
.كنترل ناپذيرند   هستند   داخلي 

:مثال

:سيستم هاي مكانيكي با نيروي داخلي      

Modern Control12

:سيستم هاي مكانيكي با نيروي داخلي      

به عنوان مركز ثقل و فاصله دو ارابه      cو  xcبا تعريف متغير جديد به صورت     
. m=m1+m2و تعريف  
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:سيستم هاي مكانيكي با نيروي داخلي      

 ميتواند فاصله   fواضح است كه نيروي    
دو ارابه را تغيير دهد وليكن مركز ثقل    

. سيستم را جابجا نمي كند     

Modern Control14

حذف قطب و صفر در طراحي جبرانساز ها     
.  مي انجامد  كنترل ناپذيري   حذف قطب و صفر در طراحي جبرانساز ها به       •

   در نزديكي يا روي آن    صفر پايدار    با قطب پايدار نامطلوب    حذف 
كننده در روش مكان هندسي ريشه ها      يكي از روشهاي طراحي كنترل       

. است 
   مي گردد  ناپايداري داخلي       موجب  صفر ناپايدار     و  قطب حذف  .
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حذف قطب و صفر در طراحي جبرانساز ها     

Modern Control16

حذف قطب و صفر در طراحي جبرانساز ها     
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حذف قطب و صفر در طراحي جبرانساز ها     

Modern Control18

كنترل پذيري  
:تعريف •

يند اگر     سيستم                              را كاملا كنترل پذير حالت گو      
 چنان وجود داشته باشد كه بتوان هر حالت        u(t)سيگنال غير مقيد     

. انتقال داد   tf-t0در زمان محدود     x(tf) را به هر حالت نهايي   x(t0)اوليه  

 آزمون هاي كنترل پذيري   •
 ماتريس كنترل پذيري
 آزمون PBH
 استفاده از فرم قطري يا جردن 

( ) ( ) ( )x t Ax t Bu t 
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ماتريس كنترل پذيري  
 استفاده از محاسبه پاسخ حالت صفر سيستم            •

0

( )( ) ( )
t

A t

t

x t e Bu d    2 2

( )                         
where, 1 ...

2!

n

At

x t

e I At A t

 



   

0

2
2( ) ( ) ( ) ( )

2!

t

t

A B
x t Bu AB t t d   

 
      

 
 

0 0 0

2
2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2!

t t t

t t t

A B
x t B u AB t u t u d             

2
0 1 2( )x t B AB A B     

Modern Control20

ماتريس كنترل پذيري  
where, ( )  nx t 

2
0 1 2( )x t B AB A B     

2In the other hand  ,  ,  ,  ...,  ,...  n nA AB A B A B 

2 1
0 1 2 1

n n
nA B B AB A B A B    
    

1 2 3
0 1 2 1

n n
nA B AB A B A B A B   
    

1 2 1
0 1 2 1

n n
nA B B AB A B A B    
    

 2 1( ) , , ,..., nx t span B AB A B A B

2 1: , Condiotn ,  , ,... :nB ABControllability full RaA B nkA B  
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مثال 

Modern Control22

ادامه مثال  
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Modern Control23

ادامه مثال  

Modern Control24

ادامه مثال  
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)M_1( مثال  
5 3 3 1

( ) 2 1 2 ( ) 1 ( )
4 3 2 0

t t u t

     
        
      

x x

2 0 1
0 1 1
2 1 1

T

 
   
  

2 2

1 1

3 3

0 0 ( )
0( ) 1 0 ( ) ( )
0

1
( ) 2 0.

( 0

5

) )0 1 (x

x t

x tx t

t

x

u

t

t x

t

      
             
           











Modern Control26

ادامه مثال  
5 3 3 1

( ) 2 1 2 ( ) 1 ( )
4 3 2 0

t t u t

     
        
      

x x

2
1 2 4

, , 1 1 1
0 1 3

c B AB A B
 

       
  

det( ) 0 c   . نيست سيستم كنترل پذير 
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تجزيه سيستم هاي كنترل ناپذير     
1, ,..., n

c B AB A B m n     ( ) ( ) ( )x t Ax t Bu t 

1 1 2, ,..., mT e e e    2 1 2, ,...,m m nT e e e    

 1 2, ,      ( ) ( )T T T x t Tz t 

1 1( ) ( ) ( )z t T ATz t T Bu t  

11

2

U
T

U
  
  
 

Modern Control28

تجزيه سيستم هاي كنترل ناپذير     

1 1( ) ( ) ( )z t T ATz t T Bu t  

 1 1 1 1 21
1 2

2 2 1 2 2

0
0
m

n
n m

IU U T U T
T T I T T

IU U T U T




    
        

     

1 2

2 1

0
0

U T

U T


 

2 1

2

0
0

U AT

U B


 

 1 1 1 1 21
1 2

2 2 1 2 2

U U AT U AT
T AT A T T

U U AT U AT
    

    
   

1 1 1 2

2 1 2 2

11 12

22
,

0
U AT U AT

U AT U

A A

AAT

    
 


 



1

2

1

0
UU B

B
U

 

 
 


 
 
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صورت كانونيكال كنترل پذيري  
11 12 1

22
( ) ( ) ( )

0 0
A A B

z t z t u t
A

     
       



11( ) :eig A

22( ) :eig A

مود هاي كنترل پذير   

مود هاي كنترل ناپذير   

:تعريف
.  گويند اگر مودهاي كنترل ناپذير پايدار باشد       پايدارپذير   سيستم را           

Modern Control30

مثال 
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Modern Control31

ادامه مثال  

Modern Control32

ادامه مثال  
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Modern Control33

MATLABبررسي كنترل پذيري با استفاده ازنرم افزار  

• M-file

ssdata

minreal

rank

ctrbf

jordan

ctrb

Modern Control34

رؤيت پذيري

:تعريف •
يك زمان   t0  سيستمي را كاملا رؤيت پذير حالت گويند اگر براي هر           

t1        محدود وجود داسته باشد كه 

به عبارت  . باشد  x0=x’0 ايجاب كند كه   t0<t<t1و   u(t)براي هر  
ديگر بتوان تمامي بردارهاي حالت اوليه را با استفاده از مشاهدات               

. خروجي سيستم  در زمان محدود محاسبه نمود        
 آزمون هاي رؤيت پذيري   •

 ماتريس رؤيت پذيري
 آزمون PBH
 استفاده از فرم قطري يا جردن 

تخمين متغيرهاي حالت با استفاده از مشاهده خروجي             •

0 0 0 0( ; , , ) ( ; , , )y t t x u y t t x u
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رؤيت پذيري

Modern Control36

آزمون ماتريس رؤيت پذيري
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Modern Control37

آزمون ماتريس رؤيت پذيري

Modern Control38

آزمون ماتريس رؤيت پذيري
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ماتريس رؤيت پذيري
ت است اگر و    سيستم                                       كاملا رؤيت پذير حال    •

.  فقط اگر رتبه ماتريس رؤيت پذيري كامل باشد      

1

:  o

n

C

C
full Rank

A

CA 

 
 
  
 
 
 



( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t

 
 



Modern Control40

ماتريس رؤيت پذيري
)M_2(مثال

 

0 1 0
( ) 0 0 1 ( )

1 2 1

( ) 1 1 0 ( )

x t x t

y t x t

 
   
    





1 1 0
0 1 1
1 2 0

o

 
    
   

det( ) 1 0o   :  full ranko

. در نتيجه سيستم رؤيت پذير است
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ماتريس رؤيت پذيري
مثال

 

0 1 0
( ) ( ) ( )

6 5 1

( ) 2 1 ( )

x t x t u t

y t x t

   
        




2 1
6 3o

 
     

det( ) 0o 

. استرؤيت ناپذيردر نتيجه سيستم 

Modern Control42

تجزيه سيستم هاي رؤيت ناپذير    

 
1

o o

n

C

m n

CA

  


 
 

    
 
 

( ) ( )
( ) ( )

x t Ax t

y t Cx t


 



1

1

m

f

U

f

 
   
  


1

2

m

n

f

U

f

 
   
  



1

1

( ) ( )

( ) ( )

z t UAU z t

y t CU z t





 






1

2
:  full rank

U
U

U

 
  
 

( ) ( )z t Ux t
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تجزيه سيستم هاي رؤيت ناپذير    

1

1

( ) ( )

( ) ( )

z t UAU z t

y t CU z t





 






1

2

U
U

U

 
  
 

 1
1 2U T T T  

 1 1 1 1 21
1 2

2 2 1 2 2

0
0
m

n
n m

IU U T U T
UU UT T T I

IU U T U T




    
         

     

1 2

2 1

0
0

U T

U T


 

 1 1 1 1 21
1 2

2 2 1 2 2

11

21 22

0U U AT U AT
UAU A T T

U U AT U AT

A

A A
    
     
   

 
   

     1
1

1 2 1 2 0CU C T T C T CT C    

Modern Control44

صورت كانونيكال رؤيت پذيري 

 

11

21 22

1

0
( ) ( )

( ) 0 ( )

A
z t z t

A A

y t C z t

 
    





11( ) :eig A

22( ) :eig A

مود هاي رؤيت پذير  

مود هاي رؤيت ناپذير  

:تعريف
.  گويند اگر مودهاي رؤيت ناپذير پايدار باشد       آشكارپذير   سيستم را          
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)M_3( مثال 

Modern Control46

ادامه مثال
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مثال 

Modern Control48

دوگاني سيستم هاي خطي 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t

 
 



:تعريف

( ) ( ) ( )

( ) ( )

T T

T

x t A x t C u t

y t B x t

  





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كنترل پذيري خروجي و كنترل پذيري تابعي       

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t Du t

 
  



: تعريف
يك سيستم را كنترل پذيرخروجي نامند اگر بتوان يك بردار غيرمقيد             

u(t)         را چنان يافت كه خروجي اوليهy(t0)          را به هر خروجي نهاييy(t1) 
.  انتقال داد    t0<t<t1در زمان محدود     

يا يك شرط كافي براي كنترل      /كنترل پذيري حالت يك شرط لازم و    
.نيستپذيري خروجي     

:شرط كنترل پذيري خروجي
1 : f ull rankn

op CB CAB CA B D    

Modern Control50

مثال 

. كنترل پذير حالت نيست  •
. كنترل پذير خروجي است      
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مثال 

Modern Control52

كنترل پذيري تابعي   

: تعريف
يك سيستم را كنترل پذير تابعي نامند اگر        

 تعداد خروجي     =>تعداد ورودي    * 
مرتبه ماتريس تابع تبديل كامل باشد  * 

بسط مفاهيم كنترل پذيري به نمايش تابع تبديل سيستم ها و رديابي       
.ورودي مرجع   
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Modern Control53

مثال 

Modern Control54

MATLABبررسي رؤيت پذيري با استفاده ازنرم افزار  

• M-file

Ssdata

Minreal

Rank

obsvf

Jordan

Obsv
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سيستم های کنترل پيشرفته    

Lecture 5

تئوري تحقق 

ی عا ه  ฮبا ৎ ૡس

Modern Control2

مقدمه
نمايش سيستم هاي خطي     •

نمايش تابع تبديل–
نمايش فضاي حالت–

لازم است اين دو نمايش مكمل يكديگر باشند در تحليل و طراحي          •
. سيستم هاي كنترل  

State SpaceTransfer Function

Realization

Reconstruction
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مقدمه
دو سؤال مهم  •

آيا تمامي توابع تبديل داراي تحقق فضاي حالت هستند؟  –
آيا نمايش فضاي حالت براي توابع تبديل منحصر به فرد است؟ –

قضيه 
 اكيدا سره    يا سره  است اگر و فقط اگر        تحقق پذيريك تابع تبديل 

. باشد

Modern Control4

)ˆˆمقدمه ) ( (m )) li ( )
s

G s G s ss DG G


   

x x u

y x

A B

C

 
 



x x u

y

A

x

B

uDC

 
  



( ) :  proper

( ) :  Strictly Proper

G s

G s







lim ( ) 0
s

D G s


 

0D 
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مقدمه

تحقق فضاي حالت مناسب كدام است؟        •
)كاهش ناپذير(تحقق مي نيمال –

:مثال•
2 1( )

2
s

G s
s





lim ( ) 2
s

D G s


 

3ˆ ( ) ( )
2

G s G s D
s


  


( , , ) ?SS A B C 

Modern Control6

مقدمه
تحقق كنترل پذير   تحقق تابع تبديل مي نيمال است اگر          :قضيه•

. باشدو رويت پذير 

: تحقق تابع تبديل مي نيمال است اگر و فقط اگر         :قضيه •

دو تحقق مي نيمال از يك تابع تبديل با تبديل همانندي                :قضيه •
.اند به هم مرتبط   

Relative Pri:det( ),   adj( )   mesI A C sI A B 
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Modern Control7

تحقق سيستم هاي تك ورودي تك خروجي   
:چهار تحقق مهم•

تحقق كانونيكال كنترل كننده  •
تحقق كانونيكال كنترل پذيري  •
تحقق كانونيكال رؤيتگر   •
تحقق كانونيكال رؤيت پذيري  •

سري و موازي    تحقق هاي  •

Modern Control8

تحقق كانونيكال كنترل كننده 
1

1 1 0
1

1 1 0

( )ˆ ( )
( )

n
n

n n
n

b s bb s
G s

a s

s b

s a s a s a







  

 
 

 



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تحقق كانونيكال كنترل كننده 
1

1 1 0
1

1 1 0

( )ˆ ( )
( )

n
n

n n
n

b s bb s
G s

a s

s b

s a s a s a







  

 
 

 




Modern Control10

تحقق كانونيكال كنترل كننده 
. است  كنترل پذير همواره  كانونيكال كنترل كننده  تحقق •

 در شرط عدم حذف صفر و قطب       به كانونيكال كنترل كننده  تحقق •
. است رؤيت پذيرتابع تبديل متناظر   

0 0 1
0 1 *

:   full rank
0 1 *
1 * *

c

 
 
  
 
 
 






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Modern Control11

تحقق كانونيكال رؤيتگر 

Modern Control12

تحقق كانونيكال رؤيتگر 
. است  كانونيكال كنترل كننده   تحقق  دوگان   كانونيكال رؤيتگر  تحقق •

 است و در صورت           رؤيت پذير همواره   كانونيكال رؤيتگر  تحقق •
 نيز      كنترل پذير   در تابع تبديل متناظر    عدم حذف صفر و قطب     

. مي باشد 
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تحقق كانونيكال رؤيت پذيري 

 
0 1 2 1

1

2

1

0

0 1 0 0
0 0 1 0

( ) 0 ( ) ( )
0 0 0 1

( ) 1 0 0 0 ( )

n

n

n

x t x t u t

a a a a

y t x t











 
 
 
  
 
 
 

 
 
 
 
 
 
      









 






1

2

1

0

1
1

1 2

2 1

1

1 2 1 0

1 0 0 0
1 0 0

1 0
1

n

n n

n n

n

n

n

b

a b

a a

b

a a a b














 

 

    
 

 
 
 
 
 
 
 

 
   
   
   
   
      




 
  





Modern Control14

تحقق كانونيكال رؤيت پذيري 

c nI 

.  استرؤيت پذير همواره   كانونيكال رؤيت پذيري   تحقق •

 در عدم حذف صفر و قطب        در صورت    كانونيكال رؤيت پذيري   تحقق •
ماتريس كنترل پذيري   . ( نيز خواهد بود   كنترل پذير تابع تبديل متناظر  

.)همان ماتريس هانكل است  
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تحقق كانونيكال كنترل پذيري  
0

1

2

1 2 1 0

1

0 0 0 1
1 0 0 0 0

( ) 1 ( ) ( )
0 0 0 0
0 1 0

( ) ( )

n

n

n

n

a

a

x t x t u t

a

a

y t x t   









   
      
    
   

   
   

 

   
  







  




. است  كانونيكال رؤيتگر   تحقق دوگان   كانونيكال كنترل پذيري  تحقق •

 است و در صورت      كنترل پذير همواره   كانونيكال كنترل پذيري  تحقق •
.  نيز مي باشد رؤيت پذير در تابع تبديل متناظر    عدم حذف صفر و قطب     

Modern Control16

مثال 
2

3 2
1( )

6 11 5
s

G s
s s s




  

:تحقق كانونيكال كنترل كننده  •

 

0 1 0 0
( ) 0 0 1 ( ) 0 ( )

5 11 6 1

( ) 1 0 1 ( )

x t x t u t

y t x t

   
       
        





: تحقق كانونيكال رؤيتگر  •

 

0 0 5 1
( ) 1 0 11 ( ) 0 ( )

0 1 6 1

( ) 0 0 1 ( )

x t x t u t

y t x t

   
        
      




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ادامه مثال  
2

3 2
1( )

6 11 5
s

G s
s s s




  

:تحقق كانونيكال رؤيت پذيري  •

 

10 1 0 1 1 0 0 1 1
( ) 0 0 1 ( ) 6 ( ),            6 1 0 0 6

5 11 6 26 11 6 1 1 26

( ) 1 0 0 ( )

x t x t u t

y t x t


         
                      
                    





:تحقق كانونيكال كنترل پذيري  •

 

0 0 5 1
( ) 1 0 11 ( ) 0 ( )

0 1 6 0

( ) 1 6 26 ( )

x t x t u t

y t x t

   
        
      

 



Modern Control18

)تحقق نرمال  (تحقق هاي موازي و سري    
1

1 1 0
1

1 1 0

( )ˆ ( )
( )

n
n

n n
n

b s bb s
G s

a s

s b

s a s a s a







  

 
 

 




1 1

( )
( )

n n

i i

i i i

i i

b s

a s s s

g b c

  

 
  

1 1

1

0 0
( ) 0 0 ( ) ( )

0 0

( ) ( )
n n

n

b

z t z t u t

b

y t c c z t





   
       
      

   

  


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)تحقق نرمال  (تحقق هاي موازي و سري    

Modern Control20

مثال 
2

1 1 2( )
2 35 6

s
G s

s ss s

 
  

  

 

2 0 1
( ) ( ) ( )

0 3 1

( ) 1 2 ( )

x t x t u t

y t x t

    
       




12 0
( ) ( ) ( )

0 3 2

( ) 1 2 ( )

x t x t u t

y t x t

  
         
   


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مثال 

Modern Control22

مثال 
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مثال 

Modern Control24

مثال 
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تبديل همانندي مابين تحقق ها    
 و  (A1,B1,C1)، دو تحقق فضاي حالت     g(s) براي تابع تبديل  :قضيه

(A2,B2,C2) را مي توان توسط تبديل همانندي    درجه هاي يكسان    از 
:منحصر به فردي به هم تبديل نمود اگر   

•det(sI-A1)= det(sI-A2)
.هر دو تحقق كنترل پذير يا هر دو تحقق رؤيت پذير باشند     •

: اگر دو تحقق كنترل پذير باشند    

: اگر دو تحقق رؤيت پذير باشند    

1 2
1

1 1 2 2( , ) ( , )c c

x Tx

T A B A B




  

1 2
1

1 1 2 2( , ) ( , )o o

x Tx

T C A C A




  

Modern Control26

چند خروجي  -تحقق سيستم هاي چند ورودي  

1
1 1 0

1
1 1 0

( )

( )

n
i in i i

n n
n

b s b s b s b

a s s a s a s a







   

    





SIMO: 1تحقق سيستم هاي   •

1
1

2
2

2

( )
( )

( )
( )

( )1( )( )
( )

( )
( )
( )

m
m

m

n s

a s
b s

n s
b s

a sG s
a s

b s
n s

a s

 
 
   
   
       
   
   
 
  




:تحقق به صورت كانونيكال كنترل كننده

0 1 2 1

10 11 1 1

20 21 2 1

0 0 1

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

( ) 0 ( ) ( )
0 0 0 1 0

1

( ) ( )

n

n

n

m m mn

x t x t u t

a a a a

b b b

b b b
y t x t

b b b









   
   
   
    
   
   
         
 
 
 
 
 
 




  







  




Modern Control

14

Modern Control27

مثال 

Modern Control28

چند خروجي  -تحقق سيستم هاي چند ورودي  

1
1 1 0

1
1 1 0

( )

( )

n
i in i i

n n
n

b s b s b s b

a s s a s a s a







   

    





 :MISOتحقق سيستم هاي   •
1

1
1

( )( ) 1( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

m
m

m

n sn s
G s b s b s

a s a s a s

 
      
 

 

:تحقق به صورت كانونيكال كنترل كننده

 

0
10 20 0

1
11 21 1

2
1 1 2 1 1

1

0 0 0
1 0 0 0

( ) 1 ( ) ( )
0 0 0
0 1
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n
n n mn
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a
b b b

a
b b b

x t x t u t

a
b b b
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y t x t


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

 
     
   
  

   
   







  
  





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مثال 

Modern Control30

بازسازي تابع تبديل از مدل فضاي حالت    

1 ( )( ) ( )
det( )
adj sI A

G s C sI A B D C B D
sI A

 
    





Modern Control

1

سيستم های کنترل پيشرفته    

Lecture 7

طراحي كنترل كننده خطي فيدبك حالت 

ی عا ه  ฮبا ৎ ૡس

Modern Control2

مقدمه
 عبارت است    جايابي قطب    يا  جايابي مقادير ويژه    يا فيدبك حالت   •

.از پايدار سازي سيستم هاي ناپايدار با استفاده از فيدبك حالت                

k

1
1s 

1( )
1clG s

s k


 
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
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-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2
Root Locus

Real Axis
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مقدمه

k

2
1

1s s 

2

1( )
1clG s

s s k


  
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4
Root Locus

Real Axis

Im
ag

in
ar

y 
Ax

is

.  با فيدبك ثابت وجود ندارد     2امكان پايدارسازي سيستم مرتبه       •

Modern Control4

مقدمه

2
1 2

1( )
( 1) 1clG s

s k s k


   k1s

2
1

1s s 

k2

k1

2
1

1s s 

k2

y

y

y
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مقدمه

م در نتيجه با استفاده از فيدبك متغيرهاي حالت امكان پايدارسازي سيست•
. وجود دارد

k1

k2

2x y 

0 1 0
1 1 1

[1 0]

x x u

y x

   
       



1x y

2
1 2

1( )
( 1) 1clG s

s k s k


   

Modern Control6

مقدمه
مشاهده ريسانن بر اساس دستاوردهاي كالمن در فضاي حالت  •

تمامي اطلاعات جاري سيستم در بردار حالت سيستم موجود است و هر 
آنچه از خروجي و مشتق هايش بدست مي آيد در متغيرهاي حالت 

هر آنچه با فيدبك حالت قابل انجام نيست توسط   . نيز يافت مي شود
. هيچ روش ديگري نيز دست يافتني نيست
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SISOفيدبك حالت در سيستم هاي      

:معادله مشخصه سيستم حلقه باز•

1
1 1 0

1
1 1 0

( )ˆ ( )
( )

n
n

n n
n

b s b s bb s
G s

a s s a s a s a







  
 

   




( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t

 




1
1 1 0( ) det( ) n n

na s sI A s a s a s a
      

:معادله مشخصه مطلوب•
1

1 1 0( ) n n
ns s s s   
    

Modern Control8

SISOفيدبك حالت در سيستم هاي      
: فيدبك حالت•

( ) ( )u t kx t 

( ) det )( ) (ka s sI sA Bk    

( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t A Bk x t

y t Cx t

 




:معادله مشخصه حلقه بسته•

1 nk k k   



Modern Control

5

Modern Control9

مثال 

Modern Control10

روش هاي تعيين بهره حالت    
گيورا-روش بس•
روش آكرمن•
استفاده از فرم كانونيكال كنترل كننده•

1

1

1

1

( ) det( ) det ( )( ( ) )

         = det( ) det( ( ) )

         = ( ) 1 ( )

( ) ( ) ( ) ( )

k

k

a s sI A Bk sI A I sI A Bk

sI A I sI A Bk

a s k sI A B

a s a s a s k sI A B









        

  

   

  

گيورا-روش بس  •
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گيورا-روش بس

1 2 3 2
1 1 2( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
n n n

n n ns I s A a I s A a A a I
a s a s k Bs

a s


  
       

 


1 1

2 2 1
2

3 3 1 2

( )

( )
         

n n

n n n

n n n n

a kB

a k A a I B

a k A a A a I B






 

  

   

 

  

   



cka       1 1
ck a     

Modern Control12

گيورا-روش بس

  1 1
ck a     

قضيه •
با فيدبك حالت مي توان مقادير ويژه تحقق داده شده را جايابي كرد            

 حالت باشد و بردار بهره فيدبك حالت را         كنترل پذير  اگر و فقط اگر      
: مي توان از رابطه بس و گيورا به صورت زير به دست آورد        

1

2 1

1 2 1

1 0 0 0
1 0 0

1 0
1

n
T

n n

n

a

a a

a a a



 



 
 
 
  
 
 
  





  


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روش آكرمن  10 0 1 ( ) ( )T
c nA q Ak    

 
 

   

22 2

33 3 2 2

3 2
2 1 0

2
1 2

2

2
1 2

1
2

For 3

 ( )

 ( )

 0 0 1 ( ) 0 0 1 ( )T
n

c

c

I I

A A bk

A A bk A Abk bkA

A A bk A A bk AbkA bkA

A A A A I

k kA kA

A k kA

k

k kA kA

A k k Ak kA q

k



   

 
 

 
  




 

    

     

    

  
 

    
 
 

  
 

      
 
 

Modern Control14

استفاده از فرم كانونيكال كنترل كننده     

0 1 2 1

0 1 2 1

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

( ) 0 0 0 ( ) ( )
0 0 0 1 0

1

( ) ( )
n

n

x t x t u t

a a a a

y t b b b b x t





   
   
   
    
   
   
         

   

   






1 2 3state feedback:   ( ) ( ) ( )nu t kx t k k k k x t     

0 1 1 2 2 3 1

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

( ) 0 0 0 ( )
0 0 0 1

n n

x t x t

a k a k a k a k

 
 
 
 
 
 
         

  



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استفاده از فرم كانونيكال كنترل كننده     

0 1 1 2 2 3 1

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

( ) 0 0 0 ( )
0 0 0 1

n n

x t x t

a k a k a k a k

 
 
 
 
 
 
         

  




1
1 1 2 0 1( ) ( ) ( ) ( )n n

k n na s s a k s sa k s a k 
        

1 1

2 2 1

1 1 2

0 0 1

      

n n n

n n n

a k

a k

a k

a k







 

  

 
  

  
  

 1 0 0 1 1c n n nk k k a a             

Modern Control16

استفاده از فرم كانونيكال كنترل كننده     
مراحل طراحي     •

تبديل به فرم كانونيكال كنترل كننده –
محاسبه بردار بهره حالت از صورت كانونيكال كنترل كننده–
ديلمحاسبه بردار بهره حالت براي صورت اوليه تحقق با استفاده از عكس تب–

( , , )SS A B C

( )G s

( , , )c c cSS A B C ck

1
c ccT   

1
ck k T 



Modern Control

9

Modern Control17

مثال 

Modern Control18

مثال 
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مثال 
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مثال 
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اثر فيدبك حالت بر صفرهاي سيستم    
:صفرهاي سيستم حلقه باز    

1( ) ( ) ( )
G s C sI A B

Cadj s

sI A

I A B  



1(
)

0
)

(
( )

sI A Cadj sI A B
sI A C sI A B

s
Cadj sI

sI A B

A C
B

I
A  

  


 





:صفرهاي سيستم حلقه بسته با فيدبك حالت      

0 1 0
0

0
sI A sI A B

C

sI A Bk B

C

B I

C k

   
      



 
 

Modern Control22

اثر فيدبك حالت بر كنترل پذيري    

1( ) ( ) ( )
:  full rank

( ) ( )
n

c

x t Ax t Bu t
B AB A B

y t Cx t
      






:سيستم حلقه بسته با فيدبك حالت    
 

1
_

( ) ( ) ( ) ( )

     

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )n
c cl

x t Ax t B v t kx t A Bk x t Bv t

y t Cx t

B A Bk B A Bk B

     



      





 _ ?c clrank  
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اثر فيدبك حالت بر كنترل پذيري    
: مي توان نشان داد 

_ :  full rankc cl
در نتيجه سيستم حلقه بسته با    

. فيدبك حالت كنترل پذير است    

Modern Control24

اثر فيدبك حالت بر رؤيت پذيري   

سيستم حلقه بسته كنترل پذير است و رؤيت پذير است به شرط       
. اينكه حذف صفرو قطبي صورت نپذيرد       

به عبارت ديگر سيستم حلقه بسته رؤيت پذير است اگر قطب      •
.هاي حلقه بسته در محل صفرها جايابي نشوند       

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t Ax t B v t kx t A Bk x t Bv t

y t Cx t

     





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مثال 

Modern Control26

طراحي سيستم هاي ردياب با فيدبك حالت     

رگولاتور  يا  پايدار ساز   سيستم هاي   •
 تعقيب مدل  يارديابسيستم هاي   •

روشهاي طراحي سيستم كنترل ردياب با فيدبك حالت           
 استفاده از پيش جبرانساز استاتيكي-1
 استفاده از كنترل انتگرال-2
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طراحي سيستم ردياب با استفاده از پيش جبرانساز استاتيكي

( ) ( )r t u t ( )y t ( ) (0)Ty G 

unit step

( )TG s

( )y t ( ) 1y  ( )TG s
1(0)TG( ) ( )r t u t

unit step

: ايده اصلي

Modern Control28

طراحي سيستم ردياب با استفاده از پيش جبرانساز استاتيكي

( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t

 
 



lim ( )
t

y rt


 :هدف

0 ( )
( )

( )
( )

Ax B

y Cx

u

r

  
    





( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t

 
 


   

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x t A x t x B u t u

y t r C x t x

      


   



( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t

   
  


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طراحي سيستم ردياب با استفاده از پيش جبرانساز استاتيكي

( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t

   
  



( ) ( )u t kx t  
( ) ( ) ( )x t A Bk x t  

lim ( ) 0
t

x t


 

lim ( ) 0
t

y t


   lim ( ) 0
t

y t r


 

lim ( )
t

y rt




Modern Control30

طراحي سيستم ردياب با استفاده از پيش جبرانساز استاتيكي

( ) ( )u t kx t   سيگنال كنترل؟    ( ) ( ) ( ) ( )u t u k x t x     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) au t kx t kx u ukx t       

( ) ( ) ( )x t Ax t Bu t  ( ) ( ) ( ) ax t A Bk x ut B  

0 ( ) ( ) aA Bk x uB   

1( ) ( ) ax BuA Bk    

1( ) ( ) ay C A Bk B ru    
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طراحي سيستم ردياب با استفاده از پيش جبرانساز استاتيكي
1( ) ( ) ay C A Bk B ru    

11( )au B rC A Bk
    

1( ) ( ) ( ) (0)a clu t kx t u kx rt G
       

1(0)a cl ru G 

Modern Control32

نكات مهم
تعميم طراحي به حالت سيستم هاي چند متغيره         •
شرايط لازم و كافي طراحي در سيستم هاي اسكالر و چندمتغيره                   •
سيستم هاي غير مربعي       •
رديابي مطلوب در حالت ماندگار       •
سادگي در طراحي و پياده سازي           •
تغييرات پارامترها و اغتشاشات         : نامقاوم بودن در برابر      •
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مثال

Modern Control34

مثال
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)صفر -پاسخ ورودي(پاسخ سيستم در حالت رگولاتوري 

0 5 10
-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

x1

0 5 10
-0.5

0

0.5

1

x2
0 5 10

-6

-4

-2

0

2

x3

0 5 10
-0.05

0

0.05

0.1

0.15

x4

 (0) 0 1 0 0x 

Modern Control36

)ورودي پله واحد پاسخ (پاسخ سيستم در حالت رگولاتوري 

 (0) 0 1 0 0x 

0 5 10
-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

x1

0 5 10
-0.5

0

0.5

1

x2

0 5 10
-6

-4

-2

0

2

x3

0 5 10
-0.05

0

0.05

0.1

0.15

x4
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پاسخ سيستم در حالت رديابي ورودي مرجع پله واحد

0 2 4 6 8 10
-0.5

0

0.5

1

1.5

x1

0 2 4 6 8 10
-0.5

0

0.5

1

x2

0 2 4 6 8 10
-6

-4

-2

0

2

x3

0 2 4 6 8 10
-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

x4

 (0) 0 1 0 0x 

Modern Control38

طراحي فيدبك حالت با كنترل انتگرال     
تعميم ايده حضور انتگرالگير خالص به منظور حذف خطاي حالت               •

ماندگار  
( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t

 
 



( ) ( ) ( )q t r y t r Cx t   



( ) 0 ( ) 0
( )

( ) 0 ( ) 0 1
aa

BA

x t A x t B
u t r

q t C q t

         
                    






  ( )
( ) 0

( )
x t

y t C
q t

 
  

 

:سيستم افزوده    
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طراحي فيدبك حالت با كنترل انتگرال     
:در صورتيكه سيستم افزوده پايدار باشد رديابي صورت خواهد پذيرفت             

به منظور برآورده شدن شرط پايداري سيستم از فيدبك حالت استفاده             
شرط امكان طراحي فيدبك حالت نيز كنترل پذيري          . مي گردد 

. سيستم افزوده است كه لازم است بررسي گردد         

lim ( ) 0  ( ) 0 ( ) 
t

q t r y t y t r


     

Modern Control40

تحليل كنترل پذيري سيستم افزوده     
2 1

1
20

n
n

a a a a a n

B AB A B A B
B A B A B

CB CAB CA B






   
         




full rank

0
0 00

c

c c

B A IB A

C C

    
           

در نتيجه به شرط كنترل پذير بودن سيستم اوليه، شرط لازم و كافي          
براي كنترل پذير بودن سيستم افزوده كامل بودن مرتبه ماتريس زير      

: است
0
B A

C

 
  
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فيدبك حالت براي سيستم افزوده    

 1 2

( )
( )

( )
x t

u t k k
q t

 
   

 

1 2( ) ( ) 0
( ) 0 ( ) 1

x t A Bk Bk x t
r

q t C q t

       
               




Modern Control42

اثر اغتشاش ثابت بر سيستم حلقه بسته با حضور كنترل انتگرال           

1 2( ) ( ) 0 1
( ) 0 ( ) 1 0

x t A Bk Bk x t
r d

q t C q t

         
                    




( ) ( ) ( )x t Ax t Bu t d  

lim ( ) 0  ( ) 0 ( ) 
t

q t r y t y t r


     
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مثال

Modern Control44

پاسخ به ورودي پله

0 2 4 6 8 10
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x1

0 2 4 6 8 10
-0.02

-0.01

0

0.01

x2

0 2 4 6 8 10
-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

x3

0 2 4 6 8 10
-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

x4



Modern Control

23

Modern Control45

30پاسخ به ورودي پله با حضور اغتشاش با دامنه واحد در ثانيه  
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سيستم های کنترل پيشرفته    

Lecture 8

طراحي رؤيت گرهاي خطي 
 و  جبران سازهاي ديناميكي

ی عا ه  ฮبا ৎ ૡس

Modern Control2

مقدمه
. فيدبك حالت نيازمند دسترسي به تمامي متغيرهاي حالت است            •

اين در حاليست كه در سيستم هاي واقعي اندازه گيري مقادير             
. متغيرهاي حالت به دلايل مختلف ميتواند با مشكل مواجه گردد         

متغيرهاي حالت غير فيزيكي     •
 تعداد زياد متغيرهاي حالت      •
 هزينه بالاي حسگر  •
 مساله تعمير و نگه داري  •
. . .)نويز و  ( آلودگي هاي مختلف محيطي      •
 دسترسي دشوار و موقعيت نامناسب حسگر           •
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مقدمه
-يك سيستم ديناميكي كه با استفاده از اطلاعات ورودي        : رؤيتگر •

.خروجي متغيرهاي حالت را تخمين مي زند          

: پيدايش تاريخي رؤيتگر    
• Wiener (1942)
• Kalman (1960)
• Kalman and Bucy (1961): Kalman Filter
• Luenberger (1963):           Observers

Modern Control4

مقدمه
ساختار رؤيتگر      •
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كاربرد رؤيتگر، رؤيتگر بهينه يا فيلتر كالمن       
تخمين متغيرهاي حالت براي كنترل    •
عيب يابي  •
پيش بيني رفتار فرايندهاي ديناميكي     •

هدايت موشك ها    –
..  .  نرخ تورم  -رفتار سهام     : مهندسي مالي     –
..  .  پيش بيني بار  :  مهندسي قدرت     –
مهندسي مديريت    –
مهندسي پزشكي    –

Modern Control6

ساختار رؤيتگر  
( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t

 




ˆ( () )u t kx t 

Observer
( )u t

( )y t
ˆ( )x t
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معادلات ديناميكي رؤيتگر   

ˆ ˆ( ) ( )ˆ ˆ ( ) ( )A Bx t x t u t y tL  

Observer
( )u t

( )y t
ˆ( )x t

ˆ ˆ, , ?A B L 

ˆ( ) ( ) ( )e t x t x t  ˆ( ) ( ) ( )e t x t x t   

ˆ ˆˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A Be t Ax t Bu t Lx t u t y t    

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (ˆ ˆ )e t Ax t Bu t x t e t uA B Lt Cx t     

Modern Control8

معادلات ديناميكي رؤيتگر   

ˆ( ) ( )e tAt e

   ˆ( ) ( ) ( ) (ˆ ˆ )e t e t A LC x t BA B u tA     

ˆ

ˆ
        B

A

B

A LC

 


 

سيستم   e(t) كه خطاي    گردندانتخاب   لازم است چنان      اين ماتريس ها  
  ،بردارهاي حالت و ورودي        مستقل از ديناميكي رويتگر به طور مجانبي و     

: صفر شود  

به گونه اي تعيين گردد كه                      Lلذا لازم به نظر مي رسد كه     
. به سمت صفر ميل نمايد  e(t)پايدار باشد تا خطا       

Â A LC 
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معادلات ديناميكي رؤيتگر   

 رؤيت پذير  طراحي رؤيتگر      شرط لازم و كافي     بر اساس قضيه دوگاني      •
. بودن سيستم است 

 مي توان از روابط محاسبه ماتريس بهره       L به منظور محاسبه ماتريس    •
فيدبك حالت استفاده نمود با اين تغيير كه        

   det det T T TI A LC I A C L          

T

T

T

k L

A A

B C







  1T T
oL a     

 0 0 1 ( )T T T
oL A 

Modern Control10

بلوك دياگرام رؤيتگر  
ˆ

ˆ
        B

A

B

A LC

 


 

ˆ ˆ( ) ( )ˆ ˆ ( ) ( )A Bx t x t u t y tL  

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t x t u t y t CxA B L t     

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مثال 

 

0.0507 3.861 0 9.81 0
0.00117 0.5164 1 0 0.0717

( ) ( )
0.000129 0.000129 0.4932 0 1.645

0 1 0 0 0

( ) 1 0 0 0 ( )

x t x t

y t x t

     
         
      
   
   





 

 ˆ

(0) 0 1 0 1

(0) 0 0 0 0x

x





Modern Control12

مثال 

0 2 4 6
-150

-100

-50

0

x1

0 2 4 6
0

1

2

3

x2

0 2 4 6
-2

0

2

4

6

x3

0 2 4 6
0

1

2

3

4

x4
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رؤيتگرهاي مرتبه كاهش يافته    

( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t

 




 رويتگرهاي مرتبه  كامل    •
 رويتگرهاي مرتبه كاهش يافته ليونبرگر      •

( ) ( )z t Lx t

inputm

outputl

:   
:   

L n l n

z

 

تركيب خطي متغيرهاي حالت

Modern Control14

رؤيتگرهاي مرتبه كاهش يافته    

( ) ( ) ( ) ( )z t Dz t Ru t Ty t  

 فضاي حالت رويتگر مرتبه كاهش يافته ليونبرگر         ديناميكي  معادله •

خطاي رويت:  ( ) ( ) ( )e t z t Lx t 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e t z t Lx t Dz t Ru t Ty t LAx t LBu t       

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))Cxe t z t Lx t Dz t T LAx t R Lt B u t       

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )z t Lx t Dz t T LA x t R LB u tC     
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رؤيتگرهاي مرتبه كاهش يافته    

شرط داشتن پاسخ                                       R B

TC LA DL A D

L

L L TC


      

   
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
DL

z t Lx t Dz t T LA x LC t R B u t



     


 ( ) ( ) ( ) ( )z t Lx t D z t Lx t  

 ( ) ( ) (0) (0)Dtz t Lx t e z Lx  

تعيين كننده نرخ صفر شدن خطا

Modern Control16

رؤيتگرهاي مرتبه كاهش يافته    
( )

ˆ( )
( )

y t C
x t

z t L

   
   

   

:   If full rank
C

L

 
 
 

 
1

1 2
( ) ( )

ˆ( )
( ) ( )

C y t y t
x t F F

L z t z t


     

      
     

 1 2 n

C
F F I

L

 
 

 
1 2 nF C F L I 
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رؤيتگرهاي مرتبه كاهش يافته    

:   diagonal with -  eignvalueD n l

,:  where 0l n l lQ CQ I   

:مراحل طراحي    •
:    تعيين ماتريس بهره رؤيتگر 

:  محاسبه ماتريس تبديل ناويژه    )1(
  تفكيك ماتريس 

تفكيك ماتريس )2(
 تعيين ماتريس هاي رويتگر    

,n l n l lLQ I L    

1 11 12

21 22

A A
A Q AQ

A A
  

   
 

LA D TL C       1LQ Q AQ D LQ T CQ  

Modern Control18

رؤيتگرهاي مرتبه كاهش يافته    

:مراحل طراحي    •
 

تعيين ماتريس هاي رويتگر    

     1LQ Q AQ D LQ T CQ  

11 21

12 22
1

1 ,

 
         

                    
n n l l

A A D

A LA DL

I L Q

L

T

L

B

L

R


 

  


  
    
 

 1 2

1

F F
C

L


 

  
 
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دياگرام بلوكي رؤيتگر مرتبه كاهش يافته     

Modern Control20

:2-7مثال  
0 1 0 0
0 0 0.1536 0
0 0 0 1
0 0 4.8266 0

A

 
  
 
 
 

0
0.9233

0
0.4473

B

 
 
 
 
  

1 0 0 0
0 0 1 0

C
 

  
 

  :   diagonal with -  e(1 i ue) gnvalD n l
10 0
0 10

D
 

   

  :   [(2) * 0 ]Q C Q I

0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0

Q

 
 
 
 
 
 
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:2-7مثال  
0 0 0 0.1536
0 0 0 4.8266
1 0 0 0
0 1 0 0

A

 
 
 
 
 
 

1 11 12

21 22
 ( )  3

A A
A Q AQ

A A
  

   
 

10 0
0 10

L
 

   

11 21(  4  ) A DLA 

100 0.1536
0 95.1734

T
  

   
12 22  (5) A LA L TD  

Modern Control22

:2-7مثال  
10 1 0 0
0 0 10 1

L
 

   

1
1 ,  (6) n n l lI L QL 
    

0.9233
0.4473

R
 

   
  (7) R LB

1

1 0
10 0
0 1
0 10

F

 
 
 
 
 
 

 2

1

18)  (
C

F F
L


 

  
  2

0 0
1 0
0 0
0 1

F

 
 
 
 
 
 
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:2-7مثال  

0 20 40 60
0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

x1

0 20 40 60
0

0.5

1

1.5

2

x2

0 20 40 60
-2

0

2

4

6

8

x3

0 20 40 60
-5

0

5

10

15

20

x4

 

 
real state
estimated state

Modern Control24

) فيدبك حالت با رويتگر ( طراحي جبرانساز ديناميكي    

( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t

 
 



)( ()u tkxt   ˆ( () )u t kx t 

 ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t Ax t Bu t L y t Cx t

y t Cx t

    






 ˆ ˆ( ) ( ) ( )x t A LC BK x t Ly t   
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بلوك دياگرام جبرانساز ديناميكي     

Modern Control26

تحليل سيستم حلقه بسته   
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اصل جدايي پذيري 

Modern Control28

:3-7مثال  

 0.7858 8.4367 3.2430 0.6601K    

 19.9397 32.5503 34.0721 1.5349TL    
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:3-7مثال  

0 5 10 15 20
-1

0

1

2

3

x1

0 5 10 15 20
-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

x2

0 5 10 15 20
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

x3

0 5 10 15 20
-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

x4

 

 
real state
estimated state

Modern Control30

فيدبك حالت با رويتگر   (طراحي جبرانساز ديناميكي
) مرتبه كاهش يافته 
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بلوك دياگرام فيدبك حالت با رويتگر مرتبه كاهش يافته       

Modern Control32

Inertial Navigation System
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Inertial Navigation System

Modern Control34

Inertial Navigation System
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